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Vbrwort 



In Kleyers Encyklopadie der mathematischen-technischen und exaKten 
Naturwissenschaften wurde es bisher als Mangel empfunden, daB das 
Verbindungsglied zwischen der gewohnlichen Algebra und der hoheren 
Analysis fehlte, also die Bearbeitung jenes Zweiges der Elementar- 
mathematik, welche gewohnlich als niedere Analysis bezeichnet wird. 
Diese Liieke auszufiillen ist der Zweck des vorliegenden Bandes. An- 
kniipfend an die Buchstabenrechnung bietet derselbe die Ableitung des 
binomischen und polynomischen Lehrsatzes f iir ganze positive Exponenten; 
dann folgt die Theorie der arithmetischen Reihen hoherer Ordnungen 
nebst deren Anwendung auf figurierte Zahlen und die wichtige Inter- 
polation; hierauf eine einfache Darstellung der Gesetze iiber die Kon- 
vergenz und Divergenz der unendlichen Reihen, die Entwicklung der 
Funktionen in solche Reihen samt ihrer Anwendung auf die wichtigen 
Reihen der Algebra und Trigonometrie. Den SehluB bildet ein ausfiihr- 
liches Formelnverzeichnis. DaB nur reelle GroBen in den Kreis der 
Untersuchung gezogen worden sind, begriindet sich aus den in der 
Encyklopadie schon vorhandenen Bearbeitungen der Lehre von den 
imaginaren und kompleten Zahlen von K. Kriiger und der Funktionen- 
theorie von Dr. Laska. 

Dem Zweck des ganzen Werkes entsprechend, habe ich den oben 
genannten Stoff in moglichst einfacher Art und leichtverstandlich ohne zu 
grofie Konzessionen an wissenschaftliche Strenge vorzutragen versucht; 
als Form muBte die katechetische beibehalten werden. Die groBe Zahl 
von gelosten und ungelosten Aufgaben, welche iiberall eingestreut sind, 
diirften das Studium des Buches wesentlich erleichtern und letzteres 
als eine reiche Sammlung von Beispielen auch solchen Kollegen 
empfehlen, welche den theoretischen Teil nicht benutzen woUen. 

Moge dasselbe eine freundliche Aufnahme flnden und dazu bei- 
tragen, das Interesse fur die Mathematik zu wecken und zu fordern. 

Der Verlagshandlung, welche alien meinen WUnschen freundlichst 
entgegengekommen ist, spreche ich fiir die sorgfaltige Herstellung und 
gute Ausstattung des Druckes meinen besten Dank aus. 



Stuttgart, im Juli 1906. 



Professor Dr. Haas. 
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I. Der binomische Lehrsatz fiir ganze positive 

Exponenten. 



1. ErlSuternde Fragen mit Antworten fiber ein Binom und den bino- 

mischen Lehrsatz im allgemeinen. 



Frage L Was ist in der Alathe- 
matik uiiter einem Binom zu ver- 
stehen? 

Erkl. 1. Das Wort Binoin stainmt vom 
l&teinischen bis-^zweiraal und dem griechi- 
8chen vf/io = zuteilen, verteilen, 6 vdjuog = 
das Verteilte, Ge^^etzto. 

Erkl. 2. Ber griechische Mathematiker 
Euklid (urn 300 v. Ohr.) gab dem Begriff 
des Binoms eine viel engere Fassung; er 
Yerstand daninter eine zweiteilige Grofie von 

der Form a-\-Yh oder /a -h Yh, wo avuh 
rationale Zahlen bedenten. Siehe seine Ele- 
mente X. 37. 



Antwort. In der Mathematik 
versteht man unter einem Binom 
Oder Binom ium eine GroBe, welche 
aus zwei Teilen besteht, welche durch 
plus oder minus mit einander ver- 
bunden sind, also GroBen wie: 

190^— 5,66....; a+A; a—b; 5^+3*; 
7x—8y; 36;c»+25j^ 9a^b^—7y^; 

a + y2; |y3-3^y5; 2 + 3/; 

p 



10 
7 



m 
n 



t + t/S; m^]/n',x-y 



Frage 2. Warum ist die Betrach- 
tnng eines Binoms von besonderer 
Wichtigkeitt 

Erkl. 3. tTber das Beolmen mit Binomi- 
Bohen Grdfien findet der Leser Aufschliili in 
Kleyer, Bnchstabenrechnung, 
B Lehre von den Potenzen, 
« Qaadratisohe Gleichungen, 
a LeWe von den imagin&ren Zahlen. 



Antwort. Die mathematische 

Bechnung fiihrt sehr haufig auf 

binomische Ausdriicke, welche aus 

2 reellen GroBen oder aus einer 

reellen und einer imaginaren zu- 

sammengesetzt sind; es werd/e nur 

erinnert an den algebraischen Aus- 

druck des pythagoraischen Lehr- 

satzes a^-\-b^\ an die Formel zur 

Auf losung einer quadratischen Glei- 

p ^ 

chung — flhl^i — ^» *^ ^^^ ^®" 

handlung der komplexen GroBe 

a-^b /^ 1 u. s. w. 



Haas, Der binomUche Lehrsats. 



2 Der binomische Lehrsatz. 

Frage 3. Was ist unter einer 
Potenz eines Binoms zu verstehenf Antwort. Wie unter der zweiten 

Potenz von p oder unter /?* das Pro- 
dukt p.p^ unter der dritten Potenz 
von p Oder unter p^ das Produkt 
p, p. p, u. 5. verstanden wird, ist die 
- zweite Potenz des Binoms a '-\- b 

Oder (a + 6)2 = (a + 6)(fl + *); die 
dritte Potenz oder (a+b)^ = (a -f- 6) 

(a -\-b){a-\- b) u. s. w. Allgemein 

hat man hienach die /z= Potenz 

von {a -\- b) oder {a -f- bY , wenn n 

eine ganze positive Zahl vorstellt, 

gleich dem Produkt aus n 

gleichen Paktor a-{-b. 

Geradeso ist {a— by = {a—b) (a—b) 

(a — bY = {a — b) {a—b) {a — b) 

(3fl — 26)*= {Za — 2b) (3a — 2*) (3a — 26) (3a — 2*) 

(5r— 2d)'' = {be— 2d) {be— 2d) {be— 2d) {be— 2d) {be— 2 d). 

Wir beschranken uns hier ein- 
mal vorlaufig auf die Betrachtung 
der Potenzen des Binoms a-f-6. 



Frage 4. Welche Ausdriicke 

liefert die Buchstabenrechnung fiir Antwort. Durch die in gewohn- 

die zweite, dritte und vierte Potenz licher Weise durchgefiihrte Aus- 

des Binoms a -|- 61 rechnung der obigen Produkte folgt : 

(a -f A) 2 = ^2 _|_ 2 a* + h\ 

(a + A)3=(fl-4-A)2(fl^^r)=(fl»+2a64-62).(a+6)=a3+3a»ft+3aft» + ft^ 
(a + A)* = (a + 6)8(a + 6) = (a8 + 3a»6-f 3a62 4-*3) (fl^^) 

= a*4-4a^* + ft«^'^*' + 4aA^ + A* Ml, 



Frage 5. Wie erhalt man hie- 
nach aus einer Potenz des Binoms 
a-f-6 die um 1 hohere Potenz des 
gleichen Binoms? 



Antwort. Aus (a -|- 6)^ erhalt 

man (a -|- 6)*, indem man den fiir 

{a -\- b)^ gewonnenen Ausdruck 
a« + 3a26 + 3a62-f ^3 ^:^^ a-{-b 

multipliziert ; dies liefert den vorhin 
fiir (a -\- 6)* angegebenen Ausdruck ; 
aus ihm erhalt man durch aber- 
malige Multiplikation mit a-\-b 
(a 4- 6)6 = a5 ^ 5 ^4 ^ _|_ 10 fl» 62 + 10 a'^ 6^ + 5 ab*' -f 6^; 

durch Portsetzung dieses Verf ahrens 
laBt sich jede Potenz von a-j-b aus- 
reelinen, falls deren Exponent eine 
ganze positive Zahl ist. 



Erl'dutemde Fragen und Antworten tiber eiu Binom. 



Frage 6. Ist es nicht moglich, 
eine beliebige Potenz des Binoms 
fl-{-6, wenn Bein Exponent eine 
positive ganze Zahl ist, ausgerech- 
net anzuschreiben, ohne die niedri- 
geren Potenzen vorher bestimmen 
za mussent 



BrkL 4. Naoh der Lehre von den Po- 
tenzen hat jede Potenz mit dem EzponentenO 
den Wert 1 ; also ist a° = 1 ; 6® = 1 ; dem- 
naoh kaim man anoh nmgekehrt setzen statt 
des Faktors 1 die Potenz a° oder b^. 

Waiter sei daran ennnert, daB a ^= a^ 
Txnd 6 SE d^ ist. 



Frage 7. Was laBt sich hienach 
von a-{-b vermutent 

Erkl, 6. Die Bezeiohnnngen z^j z^ nnd 
*8 warden eingefohrt, nm anzndenten, daB 
^s der Zahlenkoefflzient des dritten Gliedes 
Bern soil, izr^jener des vierten und jPj jener 
des ffinften Gliedes. 



Antwort. Ans den f iir die vori- 
gen Potenzen des Binoms a-\-b 
gewonnenen Ausdriicken lafit sich 
leicht eine gewisse Gesetzmafiigkeit 
des Baues erkennen. Betrachten wir 
z. B. den Ansdruck fiir (a + A)^, so 
ist das erste Glied a^ oder a* 6^, das 
zweite ba^b^y das dritte lOfl'A', 
das vierte 10 a^ b\ das f iinf te 5 a^ b^ 
und das letzte sechste b^ oder a^A*; 
denn sowohl a^ als b^ hat den Wert 1 ; 
es besteht also der Ausdruck aus 
6 Gliedern von der Form z a^ by ^ 
wo z einen der Zahlenf aktoren 1, 5, 
10 vorstellt und sowohl der Expo- 
nent X von a als auch der Exponent 
y von b eine der Zahlen 0, 1, 2. u.s.w. 
bis 5 einschlieBlich ist derart, dafi 
stets x-\-y die Summe 5 gibt; ferner 
beginnt iim ersten Glied der Expo- 
nent X von a mit 5 und der Expo- 
nent y von b mit 0; im folgenden 
zweiten Glied f allt x auf 4, wahrend 
y auf 1 steigt; im dritten Glied fallt 
X von 4 auf 3 und y wachst von 
1 auf 2 u. s. w.; bis schliefiUch im 
letzten Glied der Exponent x von a 
auf den Wert herabsinkt, wahrend 
der Exponent y von b den groBten 
Wert 5 erreicht. Endlich sehen wir 
noch, daB der Zahlenkoeffizient z 
im ersten und letzten Glied = 1, 
im zweiten und im vorletzten Glied 
= 5 und in den beiden mittleren 
Gliedern je = 10 ist. Der sechs- 
gliedrige Ausdruck hat also in bezug 
auf die Zahlenkoeffizienten einen 
symmetrischen Bau und in bezug auf 
die Produkte a^ by ist er nach fal- 
lenden Potenzen a und steigenden 
Potenzen von b geordnet. 



Antwort. Der Ausdruck fiir 
{a-\-bY wir^J 7 Glieder besitzen, 
von denen das erste a^^ das letzte 
6®, das zweite %a^b und das vor- 
letzte Qab^ heiBen werden; das dritte 
wird z^a^b^^ das vierte z^a^b^, das 
fiinfte z^a^b*' lauten; welche Werte 



Der binomische Lehrsatz. 



aber die Zahlenkoeffizienten z^^ 
Zx und Zf, haben werden, lafit sich 
noch nicht an^eben; zu ihrer Er- 
mittlung bleibt vorlaufig nur der 
Weg den Ausdruck fiir (a -{- b)^ mit 
{a -f- b) zu multiplizieren, wobei f olgt : 

(a + A)« = a« + 6 a*^ * + 15 a* b^ 

+ 20a»*« + 15a''** + 6fl*« + *«; 

somit ist ^8= 15; 2'4=20u. 2r5=-2^3=15. 



Frage 8. Was fiir einen Satz 
versteht man unter dem bino- 
mischen Lehrsatzt 



Antwort. Der binomische Lehr- 
satz ist die Formel, welche eine 
beliebige Potenz eines Binoms 
in der Form einer Beihe dar- 
stellt. Beschranken wir uns 
wieder anf das Binom fl+A, so 
gibt der binomische Lehrsatz 
die Formel an, welche uns fiir 
(fl-j-6)* alle Glieder mit ihren 
Zahlenkoeffizienten liefer t; 
ebenso fur {(i-\-by und allgemein 
fiir (fl-j-A)", wenn n eine ganze 
positiye Zahl ist. 



Frage 9. Wie helBt der bino- 
mische Lehrsatz fiir (fl+A)'*, 
wenn n eine ganze positive Zahl ist? 



AntMort. Es ist 



an^lan^.l,^ri{n-l)n(n-l){n 
'1 ~ 1.2 ' 1.2. 



=^fl«-»6» 



j_ 



n{n — l){n — 2) - 3.2-1 ,,, 

"•"l. 2 . 3... . {n — 2)(n — l).n 






1.2.3.4.5 



1.2.34.5.6 

was nach der Vereinfachung der 
einzelnen Glieder wieder den oben 
gefundenen Ausdruck ergibt. 



I. Beweis des biiiomischen Lehrsatzes. 



2. I. Beweis des binomischen Lehrsatzes. 



Frage 10. Wie laJJt sich der bino- 
mische Lehrsatz beweisent 



Erkl. 6. Es ist 



8 (8 — 1) _ 3 . 2 _ 



= 8. 



1.2 1.2 

8(3 — 1)(3--2) 3.2.1 



1.2.3 



1.2.3 



= 1 



4(4-l) _4.3 _,. 



1.2 



2 



= 6: 



4 (4 - 1) (4 — 2) _ 4 . 3 . 2 __ 



1.2.3 



2.3 



= 4 



4(4 — 1)(4 — 2)(4 — 3) ^ 4.3.2 ^ 
1.2.3.4 23^ 

Brkl. 7. Der Leser wird gebeien, die Aus- 
driioke fflr (a + 6)*, (a + 5)" u. s. w. ebenf alls 
nach der allgemeinen Formel fiir (a -h 2>)'* an- 
zaachreiben. 



Antwort. Zunachst konnen wir 
Bchreiben: 

(fl -f ^r)8 = a^ + 3 fl2 * -f 3 ab^ + *» 

1 1.2. I 

3(3 — 1) (3— 2) 



+ 



1.2.3 



68 



(fl-f A)4 = fl4 _|_ 4^3^ ^ gfl2 1,2 _|_ 4^i« 

1 X. * tj 



I 4(4-l)(4-2) .3 4(4-1) (4-2) (4-3) ^, 
~ 1.2.3 ^ 1.2.3.4 

und ebenso {a-\-by und (fl + 6)^ 

Daraus erkennt man die gemein- 
schaftliche Form 



welche fur /z = 2, /z=3, /i = 4, /^ = 5 
und n = Q als richtig erprobt ist. 
Es f ragt sich nun, ob diesetlber- 
einstimmung sich nur auf die 
Zahlen 2 bis 6 erstreckt oder 
ob sie noch weiter geht und fiir 
jeden beliebigen ganzen Ex- 
ponenten Giiltigkeit hat. Wir 
woUen annehmen, n sei eine belie- 
bige positive Zahl und es sei 



1 1 • Z 1 . 2 . O 



Um daraus auf die gewohnliche 
Art, d. h. durch Multiplikation, 
(fl-|-6)''+^ zu erhalten, miissen wir 
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links und rechts mit a-j-b multi- 
plizieren; dabei erhalten wir: 



y J. 1. • £i 



+ /t(/x-l)(fl-2)^ ,_,^, ^ 



^W+^+r^a^b^ — \ 2 ^ ^^ "I — ^ 2 3 ^<^ * + 



= o»+' + 



{i+f-'+l^^'+i}"-'" 



^j^Mi=?.+«_^}„.-,,.+ 



Da nun — + 1 = — - — , 



n{n — \) ,n_ n( n — l) , 2rt _ w (fl — 1 + 2) ^ {n-\-l)n. 
1.2 "^l" 1.2 ~'"l.2"~ 1.2 "" 1.2 ' 



n(n — \) (fl — 2) , n(n — l ) ^ n{n—l) i 
1.2.3 "^ 1.2 " 1.2.3 1" 
_{n + l)n.(n — l) 



-2 + 3} 



1.2.3 



usw., 



so folgt: 






+ 



1.2.3 



fl/i-2^8_|_ ^ also 



wenn man /z + 1 = v setzt : 



\-r; "^^i ^1.2 ^ 1.2.3 ^ 



Erkl. 8. Dieses Beweisverfahren nennt 
man h5here Indnktion oder den 
Schluss von n anf n -f- 1. Derselbe 
worde besonders von dem Mathematiker 
K&stner, geboren 1719^ gestorben 1800 in 
Qottingen, angewandt. 



Diese Form stimmt nun mit der 
obigen voUkommen iiberein. Gilt 
also die binomische Form 
fiir irgend ein ganzzahliges 
/z, so gilt sie auch fur die 
nachste Zahl /z + 1. Da sie nun 
erwiesenermaflen fiir /z = 4 gilt, so 
gilt sie auch fiir den Exponenten 



Induktion, Hilfsformeln. 



/^ = 5; well sie also fiir n = b 
Giltigkeit hat, g^t sie auch fur/z=6; 
aus der Giltigkeit fiir 6 folgt jetzt 
auch jene fiir 7 usw. Hiermit 
ist gezeigt, dass der bino- 
mische Lehrsatz fiir jeden 
ganzen positiven Exponenten 
Giltigkeit hat. 



Frage 11. An welchem Mangel 
leidet die vorige Beweisf Uhrung and 
wie lafit sie sich strenger durch- 
fiihrent 



Antwort. Aus der vorgetragenen 
Methode erhalt man keinen Auf- 
schluB dariiber, da£ die binomische 
Formel die oben gegcbene Form 
haben muB; insbesondere vermifit 
man die tiefere Einsicht in die 
Bildungsweise und die Aufeinander- 
folge der Zahlenkoeffizienten zu 
unten. Um dem Leser auch hier Klar- 
heit zu verschaffen, lassen wir jetzt 
einen zweiten strengen Beweis f olgen. 



3. IL Beweis des binomischen Lehrsatzes. 



Anfgabe 1. Beweise, da£ fiir 
jede ganze Zahl z die Gleichung 
besteht : 

z{z + l) (z-l)z ^ 
1.2 1.2 



Attf losnng. Es ist 

z{z + i) {z — l)z 



1.2 



1.2 



Demnaeh ist auch nmgekehrt 

z = ?-(^J) _ (^— l)g 
1.2 1.2 

Nehmen wir z. B. z = 4 an, so 
erhalten wir die Identitat: 

4.5 3.4 
1.2 1.2 

Ebenso gibt z = 10: 

10 . 11 9 . 10 



10 = 



1.2 



1.2 



8 



Der binomische Lehrsatz. 



Aufgabe 2. Beweise, daB die 
Summe der ersten gaazen Zahlen 



1 + 2 + 3 + 4 + , ... + « = 
ist. 



1^2 



Erkl 9. Wenn gefragt ist, wie gross 
1 +2 + 3 + 4 + . .. + 10 sei, so nehmen 
wir n = 10, also n-{- 1 = 11 und erhalten 

1 + 2 + 3 + ... + 10 = HjJ1 = 55. 

Soil die Smnme aller ganzen Zahlen von 
1 bis 99 einschliesslich bestimmt werden, 
80 setzen wir n = 99, n + 1 = 99 + 1 = 100 
and bekommen: 

l + 2 + 3 + ... + 99 = ?V-^ = 4960. 

1 • A 



Aufgabe 3. Beweise, daQ fiir 
jede gauze Zahl z die Oleichung 
rich tig ist: 

z(z-f l)(z + 2) (z — l).2{z+l) 



1.23 



1.2.3 



1.2 



« 

Auflosung. Wenn wir in der 
Gleichung der vorigen Aufgabe fiir 
z der Beihe nach die Werte 1, 2, 
3, 4 n wahlen, so erhalten wir: 



1 = 



1.2 0.1 



1.2 
2.3 



2 = 5^^ — 



3 = ^'^ 



1.2 

3^.4 
1.2 



1.2 

1.2 
12 

2-3 
1.2 



n 



1 = 



n = 



{n — l) n _ {n—2)(n—l) 

1.2 1.2 

rt(/z + l) (n — l)n 



1.2 



1.2 



Die Addition dieser Gleichnngen 
ergibt links 1 + 2 -f 3 . . . + «, 
wahrend auf der rechten Seite alle 

wegfallen. 



Glieder bis auf 



1.2 



womit bewiesen ist, daB die 
Summe aller ganzen Zahlen 
von 1 bis n, letztere einge- 

V.1 A- a n(n-\-l) 

schlossen, die Summe — - — —■ 

ergibt. 



Aufldsung. Es ist 

z{z + l)(z-{-2) iz-l)z{z-\-l) 
1.2.3 1.2.3 

z{z-\-l).3 z{z + l) 



1.2.3 



12 



Hiernach ist anoh umgekehrt: 

z(z+l) _ z{z+l)(z + 2) 
1.2 1.2.3 

{z — l)ziz-\-l) 
1.2.3 



Weitere Hilfgformeln. 



Nehmen wir z. B. 2 = 3 an, so 
wird z— 1 = 2, z + l = 4 und 
-2 + 2 = 5; jetzt f olgt die Identitat 

3.4_ 3.4.5 2.3.4 
1.2 1.2.3 1.2.3 

Oder ausgerechnet: 

6 = 10 — 4. 

Ebenso gibt ^ = 12, z — 1 = 11, 
2 + 1 = 13 und 2r + 2 = 14: 

12 .13 12 . 13 . 14 11 . 12 . 13 



1.2 
Oder: 



1.2.3 



1.2.3 



78 = 364 — 286. 



Aufgabe 4. Beweise, daQ die 
Summe der n ganzen Zahlen 



1 + 3 + 6 + 10 + ...+ 



n(n + l) 



1.2 



n(n+\)(n + 2) 
1.2.3 



ist. 



Erkl. 10. Die Zahlen, welche anf der 
linken Seite der vorigen Gleichung stehen, 
sind &Ue nach dem gleichen Gesetz ge- 
bildet und besitzen auch eine bestimmte 
Reihenf olge ; gehen wir von der ersten Zahl 1 
aus, 80 erhalten wir das zweite Qlied der 

2(2-1- l^ 
Keihe dnrch den Bnioh \ ^ = 3 ; das 

diitte aUed ist dann = ?^^^ = 6; das 

^erte = ^^= 10; das fttnfte ^^^ 
1.2 ' 1.2 

= 15 usw. bis rum ni?£ Qlied, das **^*'"^ ^^ 

— ' 1.2 

heifieii moii. 



Attflosung. Wir benutzen die 
obige Formel der vorigen Aufgabe 
und setzen in ihr der Beihe nach 
fiir z die Werte 1, 2, 3 ... bis /t 
ein; dabei erhalten wir: 

1.2_ 1.2.3 0-1.2 

1.2 1.2.3 1.2.3 

2.3 2.34 1.2.3 



1.2 
2.3 



3 
4 



12 1.2.3 
84 3.4.5 



12 1.2.3 1.2.3 



n(n-\-\) n {n -\- 1) {n -\- 2) 



1.2 



1.2.3 

(n-l)n{n-\-\) 



12.3 



Dureh Addieren folgt: 



Ll? I 2jJ I 3jj4 , , /»(/» + !) n {n + \) { n -\- 2) 

1.2"^1.2~'"l.2'^ "^ 1.2 - 1.2.3 



1 + 3 + 6 + 10 + + 



Oder ausgerechnet: 

fl (/» + 1) /I (/I + 1) (fl + 2) 



1.2 



1.2.3 



10 
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Anfgabe 5. Beweise, dafi fiir 
jede ganze Zahl z die Gleichung 
rich tig ist: 

z(z + l)(^ + 2)(z + 3) 
1.2.3.4 

_ (z-l)z(z+l)(z+2) _ z{z+\) (z+2) 
1.2.3.4 1.23 



Anflosung. Wenn wir in den 
beiden Gliedem links den Faktor 

z(z + l)(z + 2) 
1.2.3.4 

heraussetzen, kommt in die Klammer 
(2r + 3) — (2 — 1) = 4; diese Zahl 4 
f allt dann gegen den Faktor 4 unten 
weg nnd es bleibt der Ausdruck 
auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens iibrig. 



Aufgabe 6. Beweise, daB die 
Snmme der n ganzen Zahlen 



1 + 4 + 10 + 20 + 



/z (/g + 1) (/z + 2) _/g (/z + 1) (/g + 2) (n + 3) . 



1.2.3 



12.3.4 



ist. 



1(1 + 1) (1 + 2) 
1.2.3 



Auf losung. Aus der nmgedrehten 
Formel der vorausgehenden Auf- 
gabe 5 leiten wir, indem wir nach 
einander der Zahl z die Werte 1, 
2, 3 ... /z beilegen, die Gleichungen 
ab: 

1 (1 + 1) (1 + 2) (1 + 3) _ 0.1(1 + !)(! + 2) 
1.2.3.4 1.2.3.4 



2 (2 + 1) (2 + 2) _ 2 (2 + 1) (2 -t- 2) (2 4 3) _ 1 . 2 (2 + 1) (2 + 2) 

1.2.3.4 



1.2.3 



1.23.4 



3 (3 + 1) (3 + 2) _ 3 (3 + 1) (3 + 2) (3 + 3) 2 . 3. (3 + l)(3 + 2) 



1.23 



1.2.3.4 



1.2.3.4 



n(n + 1) (n + 2) _ ji (n + !)(/» + 2 ) {n + 3) {n—l)n(n-\-l)(n-\-2) 

1.2.3.4 



1 .2 
1.2 



1.2.3 



1.2.3.4 



Addieren wir nun links und rechts, 
so folgt: 



3,2 

3"^l 



3.4 , 3.4.5 I 4.5.6 . 

"T :: — ^ — 7i ~r :; — 7i — ^ ~r 



2.3 



1.2.3 1.2.3 
n(n-\-l) (n + 2) (n + 3) 
1.23.4 



+ 



n (n -\- 1) {n -\- 2) 
1.2.3 



Erkl. U. Hier ist das I. GUed der weil auf der rechten Seite das 
Beihe hervorgegangen gedacht ans dem zweite Glied jeder Beihe geg^U 



Weitere Hilfsformeln, Aufgaben. 
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Bracy. '^' + 'l^\ ±^=l, das n. Glied 

1 > iC . O 



ans 



2(a + l)(2 + 2)_ 2.8.4 _ 

1.2.8 ~a.2.3'~^""'^' 

Uliod .us i^»-tii|±i^ = i44 = 10 
usw. bis ssnm n^ Qlied 



das erste Glied der vorhergehenden 
Beihe wegfallt, wie in den vorher- 
gehenden Aufgaben. 



1.2.3 1.2.3 

n(n-f l)(n + 2) 



1.2.8 



Anfgabe 7. Beweise ebenso die 
Bichtigkeit der Gleichung: 

^(^+l)(^ + 2)(^ + 3)(^ + 4) {z-i)z(z+ l)(z + 2){z + 3) • 
1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 

z{z+l)(z + 2){z-j-S) 
1.2.3.4 

Anflosimg. Bleibt dem Leser 
zur tTbung uberlassen. 



Anfgabe 8. Beweise^ da£ die 
Snmme der n ganzen Zahlen: 



1 + 5 + 15 + 35 + + 



n(n + l){n + 2)(n + 3) 
1.2.3.5 



_ n(n-\-l){n-^2)(n + 3) (n + 4) 

1.2.3.4.5 



Auflosung. Bleibt dem Leser 
zur t)bung uberlassen. 



Anfgabe 9. Wenn man mit der 
Bildung der Gleichungen fort- 
setzt, wie lautet dann die nun 
kommende 5^, 6^2 und m^ Gleich- 
heitt 



Auflosung. Ebenso. 



Anfgabe 10. Welche Summon* 
reihe laBt sich ans der V., VI. usw. 
Gleichung gewinnen? 



Auflosung. Ebenso. 



Frage 12. Wie lauten hiemach 
die Zahlenreihen, auf welche die 
vorigen Entwicklungen gefilhrt 
habent 



Antwort. Die Zusammenfassung 
der vorhin gefundenen Beihen 
gibt: 



12 
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1) 1+1+ 1 + 1 + +i = r 

n(n + l) 
II) 1 + 2+3 + 4+ +^= iTl 

. .^ . , n{n + l) n{n+l)(n + 2) 

m) 1+3+ 6 +10+ +-X2 = ]r2:3 — 

. .^ . . n(t*+l)(n + 2) n (n + l )(n + 2)(n + 3) 
IV) 1 + 4 + 10 + 20+ + j.g.3 = i:2T3T4 

, n(n + l)(n + 2 )(n + 3) 
Y) 1 + 6 + 16 + 35 + + 1 2.3.4 

"" 1.2.34.6 



Frage 18. Welche Beziehungen 
bestehen zwischen den Gliedern 
dieser Beihen? 

Erkl. 12. Beschr&nken wir uns auf die 
4 orsten Glieder jeder Reihe, so gibt die 

erste 1 -f 1 + 1 -f 1 = * 
zweite l-f2-f3-f4=10 
dritte l-fS-f 6 +10 = 20 
vierte 1-1-4 + 15 + 20 = 85; 

dabei ist 4 das IV. Glied der 11. Reihe, 
10 das IV. Glied der m. Reihe, 20 jenes 
der IV. und 35 jenes der V. Reihe usw. 

Erkl. 18. Der Leser woUe beaohten, 
dafi die Differenzenbildung in der V. Reihe 
auf die IV. Reihe fiihrt; die Wiederholung 
der Differenzenbildung in der IV. Reihe 
liefert die IE. Reihe; ebenso kommt man 
von der HI. zur II. und von der 11. zur 
r. Reihe. 



Antwort* Wenn wir in alien 
diesen Reihen linkerhand immer 
die gleiche Anzahl Glieder nehmen, 
also der Zahl n iiberall den gleichen 
Wert beilegen, so f olgt ohne weiteres 
der Satz, daB die Summe 
jeder Reihe gleich dem 
SchluBglied der folgenden 
Reihe ist. Ferner sehen wir, 
daB als direkte Folgerung aus 
unseren obigen Gleichungen sich 
der II. Sate ergibt, daB die 
Differenzen zwisehen je 
zwei aufeinander folgen- 
den Gliedern einer Reihe 
die Glieder der voran- 
gehenden Reihe sind. 

Nehmen wir z. B. die V. Reihe, 
so gilt fiir sie die Gleichnng der 
Aufgabe 5; z. B.: 

2.3.4.5 1.2.3.4 _^ 2.3.4 , 
1.2.3.4 1.2.3.4""!. 2. 3 

5 — 1 = 4; ferner 

3.4.5.6 2.3.4.5 ^ 3.4.5 
1.2.3.4 1.2. 3. 4"" 1.2. 3 

15 — 5 =10; ebenso 

35 — 15 = 20 usw. ; 

dabei sind 1, 5, 15, 35 Glieder der 
V. Reihe, die auftretenden Diffe- 
renzen 4, 10, 20 Glieder der IV. Reihe. 



Figurierte Zahlen, Zahlendreieck. 
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Frage 14. Warum bezeichnet 
man die vorhin entwickelten Reilien 
als die Reihen der figurierten 
Zahlen! 

Erkl. 14. Das ^^arithmetische Dreieck*^ 
kommt schon vor bei St if el, Arithmethica 
Integra, Niimberg 1544; nnd dann bei 
Pascal, Traits da triangle arithmetique, 
Paris 1665. 



Antwort* Die genannten Reihen 
konnen in der Art in der Form 
eines gleichseitigen Dreiecks ge- 
schrieben werden, daB jede Reihe 
zweimal vorkommt, einmal in der 
einen Schragrichtung und ein zweites 
Mai in der andern Schragrichtung. 
Dabei erhalten wir nachstehende 
Anordnung. . 




Frage 15. Wie lauten in diesem 
Zahlendreieck die Horizontal- 
reihen, welche Eigenschaften und 
welche Bedeutung haben siel 



ErkL 15. Ans dem nebenstehenden 
Satz ergibt sich ein einf aches Yer- 
fahren, das Zahlendreieck rasch an- 
znsohreiben. Man beginne mit der 
Eeihe 1, 1 ; die folgende wird dann 1, 1 + 1,1 
odei{ 1, 2, 1 ; die dritte wird 1, 1 + 2, 2 -f 1, 1 
Oder 1, 3, 3, 1 ; die vierte 1, 1+3,3+3, 3+1, 1 
Oder 1, 4, 6. 4, 1; die ftinfte 1, 1 + 4, 4 + 6, 
6 + 4, 4 + 1, 1 Oder 1, 5, 10, 5, 1 usw. 



Antwort. Die I. Horizontalreihe 
heiBt 1, 1; die II. lautet 1, 2, 1; 
die III. 1, 3, 3, 1; die IV. 1, 4, 6, 
4, 1 usw. Wir sehen, daB jede 
dieser Reihen mit 1 anfangt und 
mit 1 endigt; ferner daB jede von 
vorne gelesen ebenso lautet wie von 
riickwarts; ihr Bau ist also ein 
symmetrischer. Ferner beachte 
man, daB aus dem II. Satz der 
vorletzten Frage f iir die Horizontal- 
reihen der wichtige Satz folgt, daB 
die Summe von zwei be- 
nachbarten Gliedern einer 
Horizontalreihe ein Glied 
der folgenden Horizontal- 
reihe gibt. Nehmen wir' z. B. 
die V. Horizontalreihe, so folgt: 

6 15. 20 15 6 ' 



14 1>(*T binomiHche Lehntatz. 



fiigen wir am Anfaag und am 
SchluB Doch die Zahl 1 hinzu, so 
haben wir 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 
d. h. die nachste Beihe. Aus dieser 
bilden wir: 

1+6+15+20+15 + 6 + 1 
17 21 35 35 21 7 lnsw. 

Endlich beachte man noch, 
daS die Glieder jeder 
Horizontalreihe mit den 
Zahlenfaktoren uberein- 
stimmen, welche wir in der 
Formel des binomischen 
Lehrsatzes beim Ausmulti- 
plizieren der Potenzen von 
a •{- b erhalten haben; sie 
heiSen deshalb auch die 
Binomialkoefflzienten. 



FniffO 10. Wi(^ heiBt die nil 
Ilorizoutulroihe im Zahlendreieokt 



Antwort. Die erste Zahl der 
/rS; Horizontalreihe heiSt sicher 1; 
die zweite Zahl der n^J= Horizontal- 
reihe muB n heiBen; sie ist das 
/i'' Glied der zweiten linken Schrag- 
reihe 1, 2 .... /i; die dritte Zahl 
der Horizontalreihe gehort zur 
dritten Schragreihe 1, 3, 6 ... . and 
ist in ihr das n — llE Glied; naeh 

Erklaning 10 mufl sie also — - — ~ — 

JL ■ M* 

lauten; die vierte Zahl der Hori- 
zoutiilreihe gehort zur vierten linken 
Sohragreihe 1, 4, 10 ... . und ist 
in ihr das n — 2-^. Glied; nach Er- 

klaruug 11 heiBt es ~ - — r 

usw. Darans schlieBen wir, 
daB die /rl' Horizontalreihe 
lautet : 



Entwicklung der Potenzen von a + b. 
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Aufgabe 11. Wie lautet die achte» 
wie die zehnte Horizontalreihe im 
Zahlendreieckf 



Aufgabe 12. Wie heiJBt das 
sechste Glied in der neunten 
Horizontalreihe) 



Anfgabe 13. Wie heiJBt das 
elfte Glied der fiinfzehnten Hori- 
zontalreihe t 



Auflosung folgt. 



Auflosung folgt. 



Auflosung folgt. 



Frage 17. Wie laBt sich nun 
nachweisen, daB in dem nach 
f allenden Potenzen von a geordneten 
Ansdruck fiir (fl + A)", n als posi- 
tive ganze Zahl vorausgesetzt, die 
einzelnen Glieder mit Zahlenfaktoren 
behaftet sind, welche mit den 
Gliedern der /z= Horizontalreihe 
des Zahlendreiecks iihereinstimment 



Antwort. Wir gehen von (fl+6)* 
= a '^ + 2ab -\- b^ aus und bilden 
daraus {cl -\- b)\ indem wir in der 
vorigen Gleichung beiderseits mit 
a-\- b multiplizieren; rechts werde 
das in der Art durchgefiihrt, dafi 
wir zuerst mit a multiplizieren und 
dann mit 6, wobei gleiche Glieder 
unter einander gesetzt werden, dies 
gibt: 

(a + by = fl» + 2a^b + lab 

+ la^b + 2a^b + b^ 

= a3 -f ^a^b + Sa^A + b^ 

Schreiben wir nun die Zahlen- 
faktoren an, so haben wir: 



1, 


2, 


1 






1, 


9 


1 


1, 


3, 


3, 


1, 



wofiir wir auch setzen konnen 
1, 1 + 2, 2 + 1, 1 wie in Erkl. 15. 

In gleicher Weise erhalten wir: 

(a + by = fl* + 3fl»* + 3a«b« + lab^ 

+ la^b + Za'^b^ + 3a^» + ^* 

= fl* + 4a»6 + 6a**« + 4a6» + **. 



Abgekiirzt: 



1, 3, 3, 1, 
1, 3, 3, 1 



1, 4, 6, 4, 1 Oder 
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1, 3 + 1, 3 + 3, 3 + 1, 1 wie in 
Erklarung 15. 

Femer wird: 

= a* + ba^b + lOa^b^ + lOa^b^ + bab^ + 6^ 

Abgekiirzt: 1, 4, 6, 4, 1 

1, 4, 6, 4, 1 



1, 5, 10, 10, 5, 1 Oder 

1, 1 + 4, 4 + 6, 6 + 4,4 + 1,1 wie 
in Erklarung 15. 

In dieser Art konnten wir fort- 
schreiten zu (fl + by, (a + by usw. ; 
dabei erhielten wir nur eine Wieder- 
holung der Zahlen der Beispiele in 
der Antwort von Frage 15. 

Daraus schlieBen wir, 
daB die Zahlenf aktoren in 
den entwickelten Ansdriickeu 
der Potenzen von fl + b ge- 
radeso gebildet werdenwie 
dieGlieder der Horizontal- 
reihen des Zahlendreiecks. 

Nach Prage 16 war die n^ HorL- 
zontalreihe desselben 

n n{n — l)n{n — 1) (/z — 2) 



1' 1.2 ' 1.2.3 



wir Ziehen jetzt den SchluB, dafi 
fiir jeden positiven ganzen Ex- 
ponenten n die Formel gelten mnss: 

+ /z(/z-l)(/ z-2(/2-3 ) ,., , 

^ 1.2.3.4 ^ 



4. III. Beweis des binomischen Lehrsatzes. 

a) Einleitende S&tze Uber Permutationen und Kombinationen. 

Anfgabe 16. AUe moglichen drei- 

zifFrigen Zahlen darzastellen, welche Auflosung. Man erhalt leicht 

sich mit den drei Ziffem 1, 2, 3 die Zahlen: 123, 132, 213, 231, 312 

schreiben Iassen« und 321. 



I 
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Aufgabe 15. Ebenso mit den 
vier Ziffern 1, 2, 3, 4. 



Anfgabe 16. Wenn wir statt 
der vorigen Ziffern irgend welche 
Dinge, — wir nennen sie kurzweg 
Elemente — nehmen, so sollen 
fiir 2 Elemente, dann fiir 3 und 
4 Elemente alle moglielien 
verse hiedenen Folgen an- 
preschrieben werden. 



Frage 18. Wie nennt man die 
Bildung aller moglichen Ver- 
setzungen einer bestiinmten An- 
zahl Elemente und wie heiBt man 
jede einzelne Gruppet 

Erkl. 16. Pemiutieren koiiimt vom 
lateinischen Zeitwort permutare = v6llig 
verandem, heruindrehen, umstellen ; ebenso 
Permutation von permutatio = Ver- 
&ndenuig, Umtausch; Umstellun^. 



Auflosung. In der Zahl 123 
konnen wir der Ziffer 4 vier ver- 
schiedene Platze anweisen und er- 
halten 1234, 1243, 1423, 4123; eben- 
so lasst sich dieses Verfahren bei 
der nachsten Zahl 132 durchfiihren, 
was auf die vier weiteren Zahlen 
1324, 1342, 1432 und 4132 fiihrt. 
Daraus ersehen wir, daB die Auf- 
gabe 6 . 4 = 24 verschiedene Zahlen 
ergeben muss. 



Auflosung. Heissen wir das 
erste Element a, das zweite 6, so 
gibt es fiir diese 2 Elemente die 
Gruppen ab und ba; fiigen wir 
noch das dritte Element c hinzu, 
so geben die 3 Elemente fl, 6, c die 
6 Gruppen a be, acb, cab 

bac, bca, cba. 
Das vierte Element d liefert dann 
aus jeder der genannten 6 Gruppen, 
wie vorhin, 4 neue, namlich: 
abed, abdc usw. 



Antwort. Die Auf gabe, aus einer 
gegebenen Anzahl Elemente alle 
moglichen Gruppen, welche alle diese 
Elemente in verschiedener Eeihen- 
f olge enthalten, zu bilden, bezeichnet 
man kiirzer: „diese Elemente zu 
perm u tier en;" jede einzelne 
Gruppe wird Permutation ge- 
nannt. 



Frage 19. Wie viel Permu- 
tationen lassen sich aus n Elementen 
bilden! 

£rkl. 17. Da an dieser Stelie au.s der 
Lehre von den Permutationen und 
Combination en nur die Siitze entwickelt 
verden, welche zum HI. Beweis des bino- 
mischen Lehrsatzes erforderlich sind, wird 
der Leser ersncht, die ausfiihrliche Lehre 
gt'iiannter Abschnitte zu studieren in Kleyers 

Haas, Der binomischu Lehrsatz. 



Antwort. Aus den 2 Elementen 
a und b erhalten wir die 2 Permu- 
tationen ab und ba\ das dritte 
Element e ergibt aus ab die drei 
neuen abe, acb und eab und dann 
noch einmal drei weitere aus ba, 
namlich bae, bea und cba-, die drei 
Elemente liefern also 3.2 = 6 Permu- 
tationen; das vierte Element d er- 
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Enoyolop&die ; Lehrbuoh der Kombinatorik 
von Prof. H. Staudacher. 



Erkl. 18. Unter Fakultftt versteht 
man in der Mathematik das Produkfe einer 
Anzahl Faktoren, welche die anfeinander- 
f olgenden Glieder einer arithmetischen Beihe 
bilden; also z. B. a (a + cl) (a + 2 d) (a + 8 (2) 
Solche Prodokte nntersuchten Pascal ond 
E a 1 e r. Siehe dessen Calool differentiel IL 
Berlin 1755. 

Als Fakult&t im engeren Sinn wird 
das Produkt einer Anzahl ganzer naturlieher 
Zahlen, mit dem I Faktor 1, dem 11 Faktor 2, 
dem III Faktor 3 u. s. w. bezeichnet; also 
das Produkt 1.2.3. . . • n. 

Die abgekiirste Bezeichnung n! fiir 
1.2.3. ...n wurde von Kramp ein- 
gefiihrt in seinen Elements d^Arimdthique 
Cologne 1808. 



Frage 19. Wie ^ross ist die An- 
zahl der Permutationen von n Ele- 
menten, wenn sich unter diesen r 
gleiche Elemente beflndenf 



moglicht aus jeder der sechs 
vorigen Permutationen die Bildung 
von vier neuen; die Gesamtzahl 
der Permutationen von 4 Elementen 
ist also 4. 3. 2 = 24. Das fiinfte 
Element e kann in jeder der vorigen 
24 Gruppen an f iinf verschiedene 
Platze gesetzt werden; aus abed 
z. B. erhalten wir abcde, abced, 
abecd, aebcd und eabcd; die Ge- 
samtzahl der Permutationen von 5 
Elementen ist somit=6.5.4.3-2 = 120, 
In dieser Art weiter schliefiend. 
folgt, daB n Elemente 

/z.(/i — l)(/x — 2)....4.3.2 

Permutationen ergeben. 
Das Produkt 

n{n — l)(n — 2) 4.3.2.1 

bezeichnet man kurz durch nl (lies 
n FakultatI). Daher der Satz: 

n Elemente lie fern nl 
Permutationen, 

wobei 

n/ = 1 . 2 . 3 n ist. ..MS 



Antwort. Wir wahlen zunaohst 

einmal vier gleiche Elemente a; 

diese bilden nur die einzige Gruppe 

aaaa. Nun fiigen wir das fiinfte 

ungleiche Element b hinzu; letzteres 

gestattet fiinf verschiedene Ein- 

reihungen in der vorigen Gruppe, 

namlich aaaab^ aaaba, aabaa^ 

abaaa und baaaa; die Zahl der 

Permutationen ist also jetzt = 5. 

Ein weiteres sechstes Element c 

lief ert aus jeder der vorigen Gruppen 

sechs neue, von aaaa be bis cbaaaa^ 

die Gesamtzahl betragt nun 6.5=30. 

Nehmen wir noch ein siebentes 

Element d^ so ergibt dies aus jeder 

der eben genannten Gruppen sieben 

neue; die Zahl der Permutationen 

wachst hiernach an auf 

-^^ 7.6.5.4.3.2.1 7! 
7.6.5= 473727^ =:^ 

Durch Verallgemeinerung folgt 
der Satz: Sind unter den 



Einleitende S&tze ttber Pennatationen und Kombinationen. 



19 



n Elementen r einander 
gleich, so ist die Zahl der 
Permutationen 



/z(/i — l)(fl — 2)..(r+l). 

/I (n — 1) (/I — 2) . . (/•+ 1). r(r- 


- 1) . . 3.2.1. 


r (r— 1) (r— 2) . . 3.2.1 



Frage 20. Wie andert sich die 
yorhin gefundene Zahl der Permu- 
tationen von n Elementen, wenn 
nicht bloB r Elemente unter sich 
gleich sind, sondem auch die n — r 
andem unter sich einen gleichen 
Wert annehmen, der aber von dem 
Wert der r ersten Elemente ver- 
8cbieden istf 

ErkL 19. Solohe F&lle untersuchte 
Fr^niole, Abr^g^ des combinations 1676 
und W alii 8, Treatise of algebra London 
1673. 



Antwort. Nehmen wir wieder den 
obigen Fall, daJB vier gleiche Ele- 
mente a und drei ungleiche Elemente 
by Cj d gegeben seien. Dann konnen 
wir von den 7.6.5 Gruppen irgend 
eine, wie abacdaa^ herausgreifen 
und aus ihr 5 neue dadurch bilden, 
daB wir die Elemente a in der 
vorigen Stellung belassen, dagegen 
die 3 ungleichen Elemente b, c, d 
permutieren; auf diese Weise er- 
halten wir 

abadcaa, adabcaa, acadbaa, 
adacbaa und acabdaa. 

Daraus ersehen wir, daB sich 
die 210 Permutationen in Ab* 
teilungen von je 6 Permutationen 
so zusammenstellen lassen» dafi 
innerhalb jeder Abteilung die Platze 
der Elemente a iibereinstimmen und 
die Stellungen der 3 Elemente b, 
c und d die 6 Permutation der 
letzteren darstellen. Nehmen jetzt 
diese 3 Elemente by c und d unter 
sich den gleichen Wert x an, so 
verschwindet innerhalb jeder Ab- 
teilung der Unterschied zwischen 
den seitherigen 6 Permutationen 
und statt 6 erhalten wir nur noch 
eine einzige. Setzen wir z. B. in 
der obigen Abteililng 6=r=rf=jc, 
so gehen die aufgefiihrten sechs 
Permutationen iiber in die eine: 
axaxxaa. Daraus folgt, dafi 
der tJbergang der 3 Elemente b, 
Cy d zum gleichen Wert x die Ge- 
samtzahl 120 der Permutation auf 
den sechsten Teil verringert. Wir 
diirfen daher schlieBen, daB wenn 
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unter /z Elementen rgleiche 
sind und die iibrigen n — r 
auch unter sich iibereiii- 
stimmen, die Anzahl der 

Permutationen = ^, . 3-rist. 

r! (n — r)\ 



Anfgabe 17. Welche Mischungen 
lassen sich aus den vier Farben: 
Rot (/?), Orange (O), Griin (O) und 
Blau {B) herstellen, wenn zuerst 
nur zwei und dann drei Farben 
zur Anwendung gelangenf 



Auflosung. Die aus 2 Farben be- 
stehenden Mischungen sind /?0, 
RQ, RB, 00, OB, und GB; 
ihre Zahl ist also 6. Dagegen 
lassen sich aus 3 Farben die vier 
Mischungen bilden: ROO, ROB, 
RGB und OGB. 



Aufgabe 18. Ausden4Eleraentenfl, 
b, c, d alle moglicher Verbindungen 
zu bilden, welche sich aus 2 Ele- 
menten machen lassen; dabei sollen 
aber Formen, welche ganz dieselben 
Eleinente enthalten, nur fiir eine 
gerochnet werden; hierauf sollen 
dann in gleicher Weise alle Ver- 
bindungen aus 3 Elemeuten her- 
gestellt werden. 



Auflosung. Aus 2 Elementen er- 
halten wir: ab, ac, ad, be, bd 
und cd\ dagegen aus 3 Elementen : 

ab Cy ab d, acd, bed, 

denn die Permutationen von irgend 
einer dieser Formen z. B. von ab c 
zahlen nicht besonders. 



Frago 21. Wie nennt man die 
Bilduug aller nioglichen W^v- 
bindungen, welche sich aus n Ele- 
menten in der Weise herstellen 
lassen, daU man zu jeder Ver- 
binduug nur r Elemente verwendet 
mit der Bedingung, daB die Permu- 
tationen aus den letzteren nur als 
eine Verbindung zu rechnen sindt 

ErkK )K). Kombinieren und KombinatioD 
staiumt Yom latoii\i<ohon c o m b i n a r e 
--= lusaniiuonbriu^ou, voroiiii^on. 



Antwort. Wenn wir aus n Ele- 
menten alle moglichen Verbindungen 
aus je r dieser n Elementen machen 
und die Permutationen dieser r Ele- 
mente als nur eine Verbindung 
rechnen, so bilden wir aus n Ele- 
menten die Kombinationen von r 
Elementen; jede solche Verbindung 
heiBtnamlich eine Kombination 
von r Elementen oder eine 
Kombination der /^ Klasse. 



iVage 22. Wie heiBen von den 
4 Elementen 11, b^ i\ d die ver- 
sohietlenon Kombimitionen und wie 
heiBon sio vtm den o Elementen 



a. 



n. 



i\ i 



/. 



Antwort. Nehmen wir zuerst die 
vier Elemente a, 6, e, d, so 
heiBen tlie: 



Einleitende S^tze Uber Permutationen und Kombinationen. 
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4 Kombinationen der I Klasse: a, b, c, d 
6 „ „ II „ ab, ac, ad, be, bd, cd 

4 „ „ III „ abc, abd, acd, bed 

1 ,, « IV „ abed 



» 



91 



yy 






Wahlen wir die fiinf Elemente 
a, b, c, d, e, so folgt: 

a, b, c, d, e=^b 

ab, ac, ad, ae, be, bd; be, cd, ce, de=10 

abc, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bee, bde, ede = li) 

abed, abee, abde, aede^ bede = b 

abcde = l. 



Dieses Ergebnis laBt sich sche- 
matisch darstellen in folgender 
Weise: 

1) ^1 d. h. die Kombinationen 
der I Klasse ergeben: 



/Ci 


a 


b 


c 


d 


e 


a 


1 














b 





1 








c 





1 











d 











1 





e 














1 



2) /C2, d. h. die Kombinationen 
der II Klasse liefern: 



K, 


a 


b 


c 


d 


e 


ab 


1 


1 











ac 


1 1 

1 


1 








ad 


1 








1 





ae 


1 











1 


be 





1 


1 








bd 





1 





1 





be 





1 








1 


ed 








1 


1 





ee 








1 





1 


de 











1 


1 
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Fragre 98. Welcher SchlnB lafit 
aloh auN dieHor Hchematischen Dar- 
iitellung Ziehen t 



39 K% <L h. die Kombfaiationeii 



^ 




b 




d 


e 


abc 




1 










abd 




1 





1 





abe 




1 








1 


acd 

ace 

• 










1 



1 
1 




1 


ade 







1 


bed 





1 





bee ' 





( 

1 







1 


bde 





1 


0| 


1 


1 



cde I . 1 1 1 I 1 

4) /C4 d. 1l die Ejombinationen 
der IV Klasse lief em: 



/C4 1 


a 


b 


c 


d 


e 


abed 


1 


1 


1 


1 





abce 
abde 
acde 
bcde 


1 1 1 

iji 


1 

1 
1 



1 
1 
1 


1 
1 


1 




1 


1 
1 



Endlich gibt Ki, d. h. die ein- 
zige Kombination der V Klasse: 



abcde 



fl I ^ I c\ d I e 

1I 1 It|t|t 



Antwort. In der sohematischen 
Darstellung erscheinen die Kom- 
binationen der ersten E^lasse als die 
Permutationen von e i n e m Element 
1 und vier Elementen 0, jene 
der 2^ Klasse als die Permuta- 
tionen von z w e i Elementen 1 und 
drei Elementen 0, jene der 3?l? 
Klasse als die Permutationen von 
drei Elementen 1 und zwei Ele- 
menten u. s. w. Somit ist die 
Anzahl der Kombinationen 
jeder Klasse gleich der 



Einleitende S^tze tlber Permutationen und Eombinationen. 
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Frage 24. Wieviel gibt es 
hiernach von n Elementen Kom- 
bination der tH^ Klassef 



Frage 85. Welche Folgerung ge- 
stattet der eben gefnndene Aus- 

n\ 
^<5t -:t7Z — isa 'tit di© Zahl der 

Kombinationen der /s Klasse von 
n Elementenf 



Aufgabe 19. Es soil der Ansdmck 



r\(n — r)l 
vereinfacht werden. 



Anzahl der betreffenden 
Permutationen, also hier nach 
Frage 20: 



K = 



5! 



1! 41 

51 

3! 2! 

1. 



= 5; K = 
= 10; Ki = 



5! 



2! 31 

51 
41 11 



=10; 



= 51 



Antwort. Diese Kombinationen 
lassen sich in der vorigen Weise 
schematisch darstellen, als die Per- 
mutationen von n Elementen 1 und 
und zwar miissen r Elemente 
= 1 und die n — r Elemente = 
angenommen werden. Nach Frage 20 
gibt es solcher Permutationen 

-77 ht; dieser Ausdruck lie- 

n (n — rjl 

fert uns hiernach auch die 

Zahl der Kombination von 

n Elementen der /^Klasse. 



Antwort. Da 



n\ 



n\ 



r\ {n—t)\ {n—f)\ r\ 

isty der letztere Ausdruck aber die 
Zahl der Kombinationen der n—r^ 
Klasse darstellt, so f olgt, d a B die 
Zahl der Kombinationen 
der /^ Klasse g^eich der 
Zahl der Kombinationen 
der n—r^ Klasse ist. 

Im obigen Beispiel der Frage 23 
hatten wir 5 Elemente und es war: 

/Ci=/C4 = 5; /C,=/C8 = 10. 



Anflosong. Es ist: 
/il = /i(;i — l)(/i — 2) . . . . 3 . 2 . 1 
rl = r(r— l)(r— 2)....3.2.1 
in-r)l = (n-r) (n-r-l) . . . . 3 . 2*. ] 
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nl 



Daher: 

n(n—\)(n — 2)..'..(n — r+l)in 



— r){n — r—\). 



rl(n — r)l 



1.2. 3 (^— 1). r. {n — r)(n — r—l) . 

also ist: 

nl n (n — 1 ) ( n — 2) (n — r -f 1) 

rl(n — r)l 1.2. 3 r 



.3.2^.1 
.3'2.r 



. . . .V24. 



Hiefiir hat man die abgeklirzte 

Bezeichnung ( J eingef iihrt, welche 

„/? iiber /^* gelesen wird. 
Also habea wir: 



d= 



n (n — 1) (n — 2) . . . (w — r + 1) 
123 (»• — l)r 



. ^2 5. 



Erkl« 21. Diese Bezeichnung I jstammt 
von Enler; sie findet sich in dessen nach- 
gelassenen Abhandlungen. Statt i I 



sehreibt man heute auch manchmal n 



r. 



So ist z. B. fiir /I = 5 und r = 3: 

51 _/5\ 5.4.3 _^ 
3! 2! V3/ 1.2.3 ' 

femer fiir /z = 5 und /'=4: 

5! _ /5\ ^ 5.4.3.2 ^ 
4111 W 12. 3. 4 ' 

fiir /z = 7 und r=5: 



!4! V3/ 1.2.3"" 



usw. 



Aufgabe 20. Zeige, daB ( "_ J 



Auf losung. Da nach der obigen 
Definition („ !_ ^) = ^n-r)\r\ ""^^ 

fort die Gleichheit der linken Seiten. 



Somit ist: 
n 
n — r 



\n — r/ \r/ 



Hienach ist 



(0=0^0=0 



usw. 



Einleitende S'&tze liber Permutationen iind Kombinationen. 
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Aufgabe 21. Zeige noch, dafi 

C-.)+C)=Cr)- 



Auflosung. Es wird: 



(r-,hO- 



«l 



+ 



n] 



(/•— 1)1(« — r+l)I ' r\(n—r)\ 



n\ 



+ 



n\ 



(r— 1)1 («-/•)! (/» — /•+ 1) ' (r— l)!/-(/i — r)l 

(r— 1)1 (fl — /•)! \/j — /■ + 1 ^ /•/ 

(/■— 1)1 in — r)\\{n — r+ l)r"^ (« — r+ l)r/ 



«l(n-hl) 



(« + 1)! 



(r— l)!r(« — r)!(n — r+1) r!(fl — r+l)l 



=cr> 



Hiemach haben wir jetzt: 

C-.)+C)=("r)--' 



Z. B. ist: 



«)+(i)-a) 

C.»)+0-(V) 



U8W. 



Frage 26. Wie groB ist hienach 
die Anzahl der Kombinaten der 
f^ E^asse von n EUementen? 



Antwort. Wenn wir diese Zahl 
mit K bezeichnen, so ist 



< = (")• 



Prage 27. Welcher Zusammen- 
hang besteht zwischen den KoiH- 
binationszahlen der r — V= und der 
^ Klasse von n Elementen einer- 
seits und der Kombinationszahl der 
^ SHasse von /^ + 1 Elementen t 



Antwort. Da ^-_-| = (- -. )» 
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Der binomische Lehrsatz. 



nach der vorigen Aufgabe 



+ 



11 = 1 I ist, so hat man: 



V— 1 ' r r 



Z. B. ist: 



<+<-< 



7 7 

6 ' 6 



K^ usw. 

6 



b) AusfUhrung des III. Beweises des binomischen Lehrsatzes. 



Frage 28. Die Bestimmung des 
dem Binom (a + *)" entsprechen- 
den Ausdracks — n wieder als eine 
positive ganze Zahl gedacht — ist 
ein spezieller Fall von welcher 
Aufgabel 



Antwort. Wir konnen die Ent- 
wicklung von (d + A)* als einen be- 
sonderen Fall der Bereehnung eines 
Produktes von der Form (x-{-a) 

(jc + 6)(x + r) (x + m) ansehen, 

in welchem wir n Klammerfaktoren 
mit einander zu multiplizieren haben. 
EQemach erhalten wir (fl + ^) *, wenn 
wir in dem genannten Produkt die 
Zahl X dorch die Zahl a ersetzen 
und den Zahlen c^ by c , . . m den 
gemeinschaftlichen Wert b geben. 



Frage 29. Wie erhalten wir den 
aosgerechneten Wert des Produktes 

(xH-fl)(x + *), femer von 

ix + a)(x-\-b){x + cX von 

(x + a)ix + b)(x + c)(c+d) 

nnd noch von 

(x + a)ix + bXx + c)(x + d)(x + e)1 



Antwort. Anf dem gewohnlichen 
Weg des Ausmultiplizierens er- 
halten wir: 



(x + fl)(a: + *) = JC« + (fl + 6)x + fl*. 

(x + a){x + b)(x + c) = x^ + (a + b + c)x^ + {ab + ac+bc)x-\-abc 
(x + a)(x + b)(x + c)ix + d) = x^ + {a + b + c+d)x^ + iab + ac+ad+bc 

'\-bd+cd)x^-\-(abc+abd+acd'\-bcd)x + abcd 

(x + a)ix + b)ix + c)(x + d)(x + e) = x^ + (a + b + c+d+e)x^ 

+ (ab + ac+ad + ae + Ac+bd + be+cd+ce + de)x^ 

+ {aAc+abd + abe+aal+ace+ade + bcd+bce + bde+cde)x* 

-|- (abed + oAof + acde + bcde)x-\- abcde. 
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Suchen wir nach einem alien 
diesen Entwicklungen gemeinsamen 
Bildnngsgesetz, so sehen wir zu- 
nachst, dafi samtliche Ausdriicke 
aaf der rechten Seite des Gleieh- 
heitszeichen ans Gliedem bestehen, 
welche nach fallenden Potenzen von 
X f ortschreiten. Das erste Glied ist 
in jedem Fall diejenige Potenz von 
x^ deren Exponent mit der Anzahl 
der Klammerf aktoren auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens fiber- 
einstimmt. Jedes folgende Glied 
besteht aus einer Potenz von x and 
einem Klammerkoefflzienten. Diese 
Klammerkoeffizienten lassen sich 
alle aus den GroBen a, b^c... her- 
stellen, und zwar in der Weise, dafi 
wir aus ihnen die Kombinationen 
der ersten Klasse, also a^ b^ c . , . 
nsw.; dann die Kombinationen der 
zweiten Klasse — ab^ ac^ ad . . . 
usw. — etc. bilden, hierauf diese 
Kombinationen als Produkte 
betrachten und die aus jeder 
EJasse hervorgegangenen Produkte 
zusammenzahlen. Das letzte 
Glied enthalt so das Produkt samt- 
Hcher Grofien fl, ^, r . . . mit x^ 
Oder ohne x, Betrachten wir z. B. 
den oben ausgefiihrten Fall 

{x + a){x + b){x^-c){x + d){x + e) 
und setzen: 

S, = flifr + flc+ + de 

S3 = abc + abd -^ + afe 

S^ = abcd-\-abce'\'...'\'bcde 
5j = abcde^ 

BO konnen wir schreiben: 



Frage 90. Wenn wir das Torhin 
l^fiindene Bildnngsgesetz als all- 

gemein giltig annehmen, wie stellt Antwort. Setzen wir zur Verein- 
sich das Binom fachung: 
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(jc + a)(x + b)(x-{'C)(x + d)..{x + m) S^^^a + b + c+d + m 

dar, wenn wir n GroBen a, b, c.m S2 -\- db -{- ac -^ Im 

nehmen und also auch n binomische S. = a/?c+ obdA- .... + klm 

FaktorenT * 1 i 1 

54 = abcd+abce + . . . + iklm 

Sn = cibcd m\ 

so stellt sich, die allgemeine Giltig- 
keit des vorhin genannten Gesetzes 
vorausgesetzt, unser Binom aus ft 
Faktoren dar in der Form: 

(x+a)(x+A)...(;:+/;z)==jc«+Si:r«~i+...52JC«-2+SsX«-8-f...+ S«-iX+S«. 



Frage 81. In weleher Weise ver- 
einfacht sich der soeben gewonnene 
Ausdruck, wenn wir die n GroBen 
fl, />, c.m alle unter sich gleich 
groB annehmen, also wenn wir 
setzen: a = b = c = d... = m1 



Antwort. Zunachst erhalten wir 
statt des Produktes (JC + a)x4-A) 
. . . .{x -\' m) durch die genannte 
Gleichsetzung (x + a) (x + b). . . (x + /te) 
= (.v + a)''. Betrachten wir nun 
die rechte Seite, so bleiben x", x""^ 
....X unverandert; dagegen gehen 
5i, Sj . . . . 5fl in einfachere Aus- 
driicke iiber. Zunachst wird 

iibergehen in 

Si = fl + fl + ... + a = /MZ. 

In S2 = (ib-\;-ac-{',..-\'lm haben 
wir so viele Glieder als es von 
n Elementen Kombination der 
zweiten Klasse gibt; die Anzahl 

dei-selben ist nach Frage 26 /^ 

= ( 9 ) ; da jedes dieser Glieder 

durch unsere Gleichsetzung in aa 
= a^ iibergeht, vereinfacht sich die 

ganze Summe zu ( ^ j a\ In 5;, 

= abc + abd + -\- klm betragt 

die Anzahl der Glieder (o )» 

von n Elementen gibt es 'C^ = ( I 

Kombinationen und da jedes Glied 
sich auf aaa = a^ reduziert, laBt 



denn 



AusfUhruiig dea III. Beweises des binomischen Lehrsatzes. 
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sich die neue Summe schreiben: 
Ss = l )a\ Aiif diese Weise 
weiter schreiteiid, erhalten wir: 






Frage 32. Wie laBt sich nun die 
allgemeine Giltigkeit der vorigen 
Pormel streng beweisent 



Antwort. Wir wenden wie in 
Frage 10 den SchluB von n auf 
n-\- 1 an. D. h. wir zeigen zuerst, 
dafi, wenn der Satz fiir irgend eine 
beliebige ganze Zahl n gilt, er auch 
fiir die folgende Zahl n -{-1 Giltig- 
keit hat; dann sehen wir nach, ob 
es einen speziellen Fall von n gibt, 
fiir welchen der Satz wahr ist, 
und wenn ein spezieller Fall ge- 
funden ist, so schliefien wir von 
ihm aus auf die Giltigkeit der 
anderen Falle. 

Setzen wir voraus, dafi die oben 
angefiihrte Formel fiir eine be- 
liebige ganze Zahl n richtig sei, so 
woUen wir nun zuerst beweisen, 
dafi sie auch fiir n-\- 1 gelten mufi. 
Wir konnen aus (x + dY auf zweier- 
lei Weise (x + fl)«+i ableiten, ein- 
mal dadurch, dafi wir, da {x -{- 0)"-^^ 
= (x + ay(x-{-a) ist, den vorigen 
Ausdruck rechter Hand mit x-{- a 
multiplizieren; femer auch noch 
dadurch, dafi wir in dem vorigen 
Ausdruck fiir (x -j- a)'* vom Expo- 
nenten n zu dem neuen Exponenten 
/r + 1 iibergehen und also das Ge- 
setz, welches wir fiir n Faktoren 
X -\- a gefunden haben, jetzt auf 
n-{-l Faktoren anwenden. Sehen 
wir nun nach, was wir auf diese 
zwei Arten fiir {x + 0)"+* erhalten. 



80 Der binomische Lehrsatz. 



Wir multiplizieren zuerst links 
und rechts mit (x + a) durch ; dies 
gibt: 






Oder durch Zusammeufassung: 



+ 



}C!0+C)k-'"°'+-+{C-2)+C-i)}'-- 



Nach Aufgabe 21 ist aber: 



(o-a)=cr)-.c-.)+c-i)=c^o 



Hienach lafit sich unser Aus- 
druck schreiben: 



(.X 



4- a)»+i == jc»+i + (''+^) jc»fl + (''+^)je»-i c« 



+ ("+l)jc'' + i-'fl'-+...i-Q+J)*»fl»-i + (''+^)jcfl« + fl»+i 



Nun haben aber beide Seiten 
diejenigen Formen angenommen, 
welche aus dem Ausdruck fur 
(x + ay^ werden, wenn wir von dem 
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Exponenten n zu den um eine Ein- 
heit groBeren Exponenten n -\- \ 
libergehen, d. h. wenn wir das fiir 
n Faktoren x-^-b. gef undene Gesetz 
fiir /I + 1 Faktoren x + fl an- 
schreiben. 

Aus dieser tTberein- 
stimmung schliefien wir 
nun, dafi, wenn die Formel 
fiir (x + a)" richtig ist, sie 
auch fiir (JC + fl)« + i Giltig- 
keit hat. 

Nun aber liefert die direkte Aus- 
rechnung : 

(jc + ay = jc« + 2JCfl + a« 

(X + ay = jc3 + 3x^0 + 3JCfl« + fl» 

(jc + ay = JC* + 4x»a + &)c«fl« -f 4JCfl« + fl* 

Oder 

(X + ay = X* + (*)jc»fl + (I) jc« fl « + (4)*c» + a* 



Erkl. 22. Die Binomialkoeffizienten and 
den binomischen Lehrsatz fiir positive 
ganze Exponenten, sowie fiir beliebige reelle 
Exponenten hat Newton gefnnden und in 
den Briefen an Oldenburg, 13. Juni und 
24. Oktober 1676, mitgeteilt. 



Die Formel gilt hiemach sieher 
fiir 2, 3 und 4 Faktoren x + fl; 
also muB sie auch gelten fiir 5; 
hat sie fiir 5 Faktoren Giltigkeit, 
so hat sie dieselbe auch fiir 6 usw. 
bis ins Unendliche. 

Hiemit ist die allge- 
meine Giltigkeit nachge- 
wiesen. 

Vertauschen wir in unserer Formel 
den Buchstaben x mit a und er- 
setzen den seitherigen Buchstaben 
a durch />, so geht x-\- a iiber in 
a-\- b und wir erhalten nun die 
fiir jede ganze Zahl n giltige 
Formel des binomischen 
Lehrsatzes: 
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Frage 38. Wie lautet hienach 
die Formel fur {a — by^ Antwort. Wir schreiben unser 

Gesetz zunachst flir (a + cY an und 
erhalten: 

Setzen wir jetzt: 

^= - *, c^ = (— by = + 6^ 
c^ = {—by = — b^; 



c'' = {—bY = {—iyb''; 



^« = (_6)« = (_1)« b", 

so f olgt, da a-\- c in a — b iiber- 
geht: 



+ (— ir(jf)a«-''«^ + + (-!)« ^^ ^29. 

Es werden also die Glieder 
negativ, welched mit einem 
ungeraden Exponenten ent- 
h a 1 1 e n. 



5. Aufgaben iiber den binomischen Lehrsatz samt Auflosungen. 

Aufgabe 22. Wieviel Glieder hat 
die Entwicklung von (fl + 6)^^ I Auflosung. Wir erhalten: 

{a + by^ = fl2o _|. QO^ a}^b^ \- (^ ab'^ + 6«^; 

die Anzahl der Glieder ist also = 21. 



Aufgabe 23. Entwickle nach dem 
binomischen Lehrsatz (a' + s)^ Auflosung. Es ist: 

-^ . ^ . . 6.5 . , , 6.5.4 „„, 6.5.4.3 ... 6.5.4.3.2 - , ^ 



-< 



y 



J ff \\ ." ■■■^ti:t/^ 
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kutg^heU. J)esgleU>hen(p+qy\ Auflosung. Es ist: 

Nun ist: 

/10\ _ 10 . 9 ■ 8 . 7 _ /10\ _ 10 • 9 . 8 . 7 . 6 _ 

V4/~ 1.2.3.4 ~'^^^' \5j~ 1.2.3.4.5~'^^' 

Ce")"©-- c")=G")=-^ a")=co-«' 

Daher ist: 
(p-}-qy'~^p^'>-\-10p»q + 45p'q* + 12l0p^q' + 210p*g* + 2b2p'^q* 
+ 210;>* q' + 120p' q' + ^p*q''+10pq' + q^". 



kntgOH^ 26. Was ist (l + xy^ Auflosung. 



ii+xy = v + Qvx+Qvx' + Qi*x»-\-Qvx* + Qi'x 

-\-(l)l.x^ + x^ 
Nun ist: 

Hieraus folgt: 
(1 + x)» — 1 + 7* + 21x» + 35JC» + 35JC* + 2lJC» + 7jc« + JC'. 



Haai, Der blnomische Lehnati. 



84 Der binomische Lehrsatz. 

Aiii^abe Se. Was ist (a — 6)<^1 



Auflosimg. {a — *)^ nach der 
Formel fiir {a — by entwickelt 
ergplbt: 



(a — 6)5 = a» — 5fl*6+ (2)^*6*— (!)«**•+ ^fl** — ** 

Oder: 
(a — by = fl» — 5a* * + lOfl* b^ — lOfl* b^ + 5fl6* — 6*. 



Anfgabe 27. Entwickle (^ — 1)*. . ^,- -, . . 

® Auflosung. Es wird: 

■= z» — 9z« + 36^' — 84z« + 1262* — 126r* + 84z» — 36z* + 9ar — 1. 



Irfgabe 28. Entwickle (1 - «)». ^„f jg^. ^^ ,,^t,^ 1^^^ 

+ (6)l*-«'-(?)l-«'4-tt''. 

©-rlfH=™^©=©-^^'©=(D = ^'©-»'^ 

SO folgt: 
(1 — tf)« T= 1 — 8 tf + 28 £^^ — 56 /^» + 70 tf*— 56 «» + 28 tf • — 8tf' + tf*. 



Aufgabe 29. fierechne 

{a + by-^-ia-bY, Auflosung. Da 

(a — b'^a" — ^") C-i 6 + (9) a""* *' — (3) a^ b* + 



+ 
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Iso fallen bei der Addition alle 
Glieder, in welchen b mit einem un- 
geraden Exponenten auftritt, her- 
aus, wahrend sich alle Ubrigen 
Glieder verdoppeln. Hienach er- 
halten wir: 

(a + by + (fl — by 



Anfgabe 30. Berechne 

yuT^) -r \^ u,) . Anflosung. Nach der Formel der 

Vorigen Aufgabe muB sein: 

(r + rf)« +(r — rf)* = 2 I ^:« + (2) ^ rf^ + (^) d' rf* + rf« I 
«= 2 {^:« + 15^flP + 15^rf* + rf*| = 2^:« + 30^rf* + 30r«rf* + 2rf^ 

Aufgabe 31. Was wird (1 -|- my 
+ (1 — my^ Auflosung. Wie vorhin folgt: 

(1 + mr + a - /w)' = 2 1 1 + Q ^' + (I) ^' + (e) '^•} 

— 2 { 1 + 21 m» -f 35 m* + 7 /wM = 2 + 42 /7J« + 70 /7J* + 14 /ii«. 

Aufgabe 32. Waa erhalten wir 
f^ia^ by -(a - by\ Aaflosung. Wenn wir in Anf- 

gabe 29 den zweiten der ange- 
schriebenen Ausdriicke vom oberen 
abziehen, so fallen die Glieder, in 
welchen b mit einem geraden Ex- 
ponenten behaftet ist, heraus, 
wahrend die Glieder, welche b 
mit ungeraden Exponenten ent- 
halten, sich verdoppeln. Daraus 
folgt: 

{a + by —{a — by 



86 Der binomiBche LehraatE. 

Anfipabe 88. Berechne (x + y)^* 
^^ ^^ Anflosimg. Vorige Formel gibt: 



{x+yY^ — (x—y) 
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— 2 I 10 JC» j^ + 120 xfy + 252 Jc» j^ + 120 x*y^ + 10 JCJ'' } 

— 20 JcV + 240 xV + 504 JC^* + 240 x*y'' + 20 xy 



Anfgabe 34. Berechne a + c)* 
~ ^^ ~ ^'' Auflosung. Hier folgt: 

a + <5«-(l -^* = 2|(J) l»<r+ (^) 1»<^ + (^) 1 . A 
= 2 J6<r4-20c» + 6c»j=12f + 40<^+12<:». 



Anfj^be 36. Was wird: (a + D' 

• (a — l)»t 

Auflosung. Naoh obiger Formel 

muB sein: 
(a + l)» - (« - 1)» 



- 2 I (J) a« . 1^ + (^) a« . 1» + (^) a* . 1" + 0) a» . r + 1* } 
— 2 |9«« + 84fli«4-126a* + 36a* + l}=18a» + 168fl« + 252fl* + 72c» + 2. 



Anfgabe 36. Wie lautet das 
Stj-S ***' Entwicklung von A„fiosuiig. Das L Glied ist fl", 

das II. (y)'^ *. das HI- ft)*****' 

das IV. (g)*^'** osw. Hieraof 
muB das Vm. Glied lanten: 

(Y) c* b' = (Y) o* *' = 330a* A'. 



Gel()st6 Anfgaben ttber den binomischen Lehrsatz. 
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Anfgabe 87. Wie lautet das 
9^ GUed von (JC — J/)'M 



Aufgabe 38. Wie heiBt der rM, 
Biaomialkoefflzienten von (a+A)"! 



Infgabe 39. Wie heiBt der 
9^ Binomialkoefflzient von (a+b)^^^ 



Auf ISsung. Das I. Qlied ist hier 
x^\ das II. —Qf)x'^y, das HI. 

usw. Fiir das neunte Glied er- 
halten wir hiernach: + ( o jX^J^ 

= Qq^ x^y^ = 3003 x^y\ 



Auflosung. Das I. Glied von 

(a + by lautet nach Formel M 4 

fl", das zweite ( ^ ja''"*6, dasdritte 
(q)^"""^*^ usw.; da die Zahlen- 

faktoren (-.V l^h (o) usw. die 
Binomialkoeffizienten heiSen: 
80 ist der erste (-j=/j, der 

n(n — l) 



zweite 



dritte 



\z) 17273 '^^■' «"°^* 

ist der r^ Binomialkoefflzient l^j 



Auflosung. Nach der vorigen 
Aufgabe ist derselbe = ("^^j =75582, 



Anfgabe 40. Wie heifien die 
Koeffizienten von a^b^ nnd u^b'' 
in (a + b)^^% 



Auflosung. Aus der vorletzten 
Aufgabe ergibt sich, daB in {a+bf^ 

der Koeffizient von fl« 6*= Q^^ =210 

ist; ebenso f olgt fiir den Koef fizienten 

von a» b' die Zahl Q!^) = Q^") = 120. 
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Der binomische Lehrsatz. 



Aufgabe 41. Wie heifit in der 

Entwicklung von (a + by das 

fiinfte Glied, und welches Glied hat 
den gleichen Koefflzientenf 



Aufgabe 42. Wie heiBt in der 
Entwickhmg von (fl + *)'* das r^ 
Glied, und wie dasjenige, welches 
den gleichen Koeffizienten hati 



Aufgabe 43* Es soil erklart 
werden, warum in (a-\- by alle 
Kpef fizienten paarweise vorkommen; 
welche Folgerung laBt sich aus 
dieser Folgerung ziehenf 



Aufgabe 44. Wie gestaltet sich 
die Anordnung der Koeffizienten 
in (a + by und welche Folgerung 
laBt sich aus dieser Anordnung 
hieraus ziehent 



Auflosnng* Nach der Forme] 
J^S 4 helBt das fiinfte GUed 

(4)^""***; da nach Formel M2 

(S)'^{n—^ ^®^' ^ *^** ^^ /^— 3^ 

Glied ( 4)^*^*^ d®^ gleichen 

Koeffizienten wie das fiinfte Glied» 



Auflosung. Nach Formel ^S 4 
ist das rg Glied (^^1)^"+^"'*'^^ 

da f emer nach Formel J^ 2 ( ^ j 

= (^_l_^ f) ist, so lautet das ge- 

suchte Glied: 

\n + l — rr 

welches in der Entwicklung an 
der n + 2 — r^ Stelle steht. 



Auf losung. Die Entwicklung von 
(a + by liefert 8 Glieder; in diesen 
sind die Koeffizienten nach rechts 
und links symmetrisch ; d. h. gleiche 
Koeffizienten hahen das erste und 
achte Glied, das zweite und siebente, 
das dritte und sechste und endlich 
das vierte und fiinfte. Hiermit ist 
aber die Zahl der Glieder erschopft. 
— Geradeso wiirde sich die Sache 
gestalten ia(a-\- by^ mit 12 Gliedern, 
in (a + by^ mit 20 Gliedem, also 
in alien Potenzen von a-\-b 
mit ungeraden Exponentenf 



Auf losung. Wir haben: 

(a -h by = fl« -f ea^A + 15fl* 6« 

hier hat nur das mittlere Glied 



GelOste Aufgaben liber den binomiBchen Lehrsatz. 
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20a^b^ den Koeffizienten 20, wahrend 
alle anderen Koeffizienten paar- 
weise auftreten. In gleicher 
Weise wird in der Ent- 
wicklung jeder geraden Po- 
tenz von a-^-b wegen der 
ungeraden Anzahl der 
Olieder der Koeffizient des 
mittleren Gliedesnur einmal 
auftreten. 



Anfgabe 46« Welches sind die 
beiden grofiten Koeffizienten in 



Auflosimg. Von den 12 Oliedem 
von (a -\- by^ stehen in der Mitte 
das sechste nnd siebente, die 

heiBen (g^)^**' nnd (g^)^^**, 
wobei (5^) = (^6^) =462 ist 



Anfgabe 46. Welches ist in der 
Entwicklung von (a + by^ der 
groBte Koeffizienti 



Anflosung. In der Mitte der 
11 Glieder befindet sich daa sechste; 
dieses muB lauten: 



Anfgabe 47. Entwickle (<r+3</)'. 

Anflosnng. Wir erhalten: 

(c+3d)» = <:»+ ©c*.(3rf)^+ @c»(3rf)«+@c»(3rf)»+@f(3rf)*+(3rf)' 
— <:• + Ibc^d + gOCrf* + 270c* ifi + 405trf* + 243</». 



■inl^be 48. Entwickle (2«— 3i')'. 

Anflosimg. Es wird: 

(2B-3i')»=(2tt)«-g)(2«)«.(3i')+(D.(2«)*(3J')»-(^)(2«)».(3v)«+(^(2a)».(3v)* 

— (^)2«.(3i')*+(3i')«.=64««— 576«''v+2160«*i'»— 4320tt»i'*+4860a«i^ 
— 2916 «•'" + 7291^. 
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Der binomische Lehrsatz. 



Anfgabe 49. Entwickle iX+s^\ 



Auflosung. Wir erhalten: 

1 + 552 + 10s* + 10s« + 5s« + s^\ 



Aufgabe 60. (|— 3) ^^^ ®»t- 



wickelt werden: 



Auflosung. Es wird: 



(i-3)'=(0*-«(D'»+-a)'"-a)'- 



+ 



15.(|y.3*-6.(|).3*+3« 






^ - |y + ^ - 20a» + 1350* - 486fl + 729. 



Aufi^be 51. Entwickle (ix+ fy)^ 



Auflosung. Hier bekommen wir: 



+ 



(i^+ fyy = (i^ » + (?) i}"^' ify + (2) i}^' (i/yf + © (V^T (VB' 

= >;* + 8jc* yjcy + 28 jc^ + SBjcV fxy ■+ 70**;'^ + 56 jy* f^ 



lufgabe 53. 



Ebenso {fx + ]^' 



Auflosung. Es ist leicht einzu- 
sehen, daJi wegen des Herausfallens 
der Glieder lait ungeraden Potenzen 

von iy im vorigen Ausdruck und 
der Verdoppelung der iibrigen 
Glieder als Besultat erhalten wird: 

2 {X* + 28x^y + lOxy^ + 28jc;'» -[-y*). 



Geldste Aufgaben ttber den binomischen Lehrsatz. 
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Aufgabe 63. Was gibt {a + bm 

Erkl. 23. Hier bedeut et / die Quadrat- 
wurzel ans — 1, also /^ }/ — 1. Daher ist 

/* =/*./= 4- /; /• = /* . /• = — 1 und 



Auflosung. Wir erhalten: 

+ 35a* (6/)' + 35aH6/)' - r 21aH60' 
+ 7a (6/)« + (*/)' 



Siehe daniber in Kleyers EncyklopSdie : = a^ + 7a« 6 . / — 21a* 6^ — 35a* A'/ 
Lehrbuch des Keohnens mit imaginaren 



Zahlen von R. Krilger. 



+ 35a3 ** + 21a2 6*/ — Tab^ — 6^/ 



a^ — 21a«*« + 35a»** — 7a6« + /(7a«6 — 35a*6«4-21a2*5_^7) 



Aufgabe 64. Was wird 
(a + *^y + (a — 60'! 



Auftosung. Es liefert (a — bi)'^ 
den namlichen komplexen Ausdruck 
wie (a4-60^ nur wird der imaginare 
Teil negativ; bei der Addition fallt 
der letztere heraus und wir erhalten: 

(a + biy + (a — biy 
= 2 (a' — 21a«*« + 35a8 6* — 7a6«). 



Anfgabe 65. Berechne 

(1 + iy + (1 - 1)\ 

(1 ± 0' 



Auflosung* Wir erhalten: 
1 ± 6/ + 15/2 ± 20/^* + 15/* ± 6/*^ + /«; 



Hienach wird: 
(l + /)« + (l — /)^ = 2(l + 15/* + 15/* + /^ 

= 2(1 — 15 + 15 — 1) = 0. 



Aufgabe 56. Berechne 

(4 + 3iy — (4 — 3/)^ Auf losung. Es ist: 

(4±3/)5 = 4*±5 . 4* . (3/) + 10 . 4» . (3/)* + 10 . 4* . (3/)»+ 5.4.(3/)*±(3/)5 

Daher wird: (4 + 3/)* — (4 — 3/)* 

= 2{5 . 4* . (3/) + 10 . 4* . (3/)» + (3/)*) 

=2.(5 . 4* . 3 . / . — 10 . 4* . 3» . /+ 3*^ . /} 

= 2 (3840/ — 4320/ + 243/} 
= —237/. 



42 Der binomische Lohrsatz. 

Aufgabe 57. Berechne mittelst 

des binomischen Lehrsatzes den Auflosnng. Wir6etzenl,3=l-|-0,3; 

Wert von 1,3*. also =(1-1-0,3)*. Da (l + JC)* 

= H- o-v + 10*^ + 10*=' -f- 5Jf* + JC« 
ifit, so folg^ fiir JC = 0,3: 

1,3" = (1 + 0,3)" = 1 + 5 . 0,3 + 10 . 0,3» + 10 . 0,3« + 5 . 0,3* + 0,3* 

= 1 
1,5 
0,9 
0,27 
0,0405 
0,00243 



= 3,71293 



Aufgabe 68. Ebenso 1,01^ anf 
7 Dezimalstellen. Auflosung. Wir setzen 1,01 

= 1 + 0,01. Da (1 + JC)« = 1 + 8x 

+ 28j:* -h 56JC» + 70«* H \-x^iat, 

80 folgt: 

1,01« = (1 + 0,01)« =- 1 + 8 . 0,01 -I- 28 . 0,01* + 56 . 0,01» -\ \- 0,01«. 

= 1 + 0,08 -T 0,0028 + 0,000056 + 0,00000070 + 

= 1,0828567 



Anfisabe S9. Ebenso 0,99*. 



Auflosung. Wir setzen 0,99 

-=l-^;also0,99*=(l-j^)t 

Da (1_j:)* = 1— 4Je+6x»— 4x»-|-JC* 
ist, so folgt: 



(1 \i 4 6 4 1 

^~m) "^~ioo+ioooo~ 1000000+10000000=^'^'^^^^^*'^^ 



—0,040004 
= 0,96059601 



/71\ ' 
Aufgabe 60. Ebenso I =7: ) . Auflosung. Hier nehmen wir 



I 8 , 28 , 56 ■ 70 . 
™ "*" 70"*" 70*"*" TO*"*" 70* "'" 

_ 70» + 8. 70* + 28. 70 + 57 _ 384217 

70^ 343000 

= 1,1201662. 



UngelOste Auf^abcu Uber deii biiiomischen Lehrsatz. 
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Aufgabe HI. Wenn « ein im Ver- 
^leich zu 1 sehr kleiner Bruch ist, 
was darf dann fiir (1 + «)* ge- 
nommen werden? 

Erkl. 23. Das Zeichen - bedeutet hier 
angenahert oder abgenindet. 



Auflosung. Da (!+«)»= l+2a+a» 
ist, so kann unter der gemachten 
Voraussetzung a^ well sein Wert 
nicht mehr beriicksichtigt werden 
muS, weggelassen werden; man er- 
halt auf diese Weise 

(1 + uy- 1 + 2«). 



Aufgabe 62. Was wird unter 
der vorigen Voraussetzung (1 -|- a)^1 

* 

Erkl. 24. Yon diesen Aim&hertings- 
formeln (1 + a)* mid (1 + a)' macht man 
Anwendnng in der Lehre von der Wanne 
bei der Bereohnnng der Ausdehnnng einer 
Platte Oder eine? Kdrpers. Siehe Kieyeif 
Ph3r5ik. Abschnitt ^ber Ausdehnnngs- 
koeffizienten bei der Erwfirmnng. 



Wahlen wir z. B. « = 



^•'^ (i + ioioo)' 



10000' 



so 



1 + 

4'^ 



8 



lOOOD' 



denn das letzte Glied .rinnn -* ^^^^ 

hier aJs zu klein vernachlassigt 
werden. 



Auflosung. Da 

(1 -f «)3 = 18 + 3a + 3a« + «' 

ist, so konnen in dem Fall, dafl « 
einen sehr kleinen Wert besitzt, die 
beiden Glieder 3«* und 3"^ vernach- 
lassigt werden; dadurch erhalten wir 

(l + a)»-l + 3«, 



Als Beispiel erwiililen 
5 

= i/yvrwr^ luid erhalteu: 



wir 



( 



1+ 



i) 



8 



10000 
denn man sieht 
beiden Glieder 
5 



1 + 



15 



10000' 



leicht, dafl die 
3 I r^L. 1 und 



/ 5 Y^ 

Vioooo/ 



MOOOO/ 
wiirden. 



10000. 
auOerst klein ausfallen 



Ungeloste Aufgaben. 



Aufgabe 63. Wieviel Glieder hat 
die Entwicklung von (fl + ^)*^? 



Aufgabe 66. Entwiekle naeh dem 
binomischen Lehrsatz (c + ^'. 



Aufgabe 64. Desgleichen (r+ 1)*^? Aufgabe 66. Ebenso (m + nf. 
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Der binomische Lehrsatz. 



Aufgabe 67. Ebenso (x-\-yyK 

Aufgabe 68. Was ist (1 + xyi 

Aufgabe 69. Entwickle ia—by\ 

Aufgabe 70. Ebenso (5 — 1)«. 

Aufgabe 71. Ebenso (1 — f)\ 

Aufgabe 72. Berechne 

(r+iy — {r — iy. 

Aufgabe 73. Ebenso 

(1 + 5)^ — (1-5)^ 

Aufgabe 74. Ebenso 

Aufgabe 75. Wie heiBt das 
101? Glied von (a + by^ 

Aufgabe 76. Wie heiBt das 8^ 
Glied von (r—sy^ 

Aufgabe 77. Welches ist der 
siebente Binomialkoeffizient von 
{a + by'% 

Aufgabe 78. Welches ist der 
17*1 Binomialkoeffizient von (a— 6)"t 

Aufgabe 79. Wie lieiBen die 
Koeffizienten von x^ y^ und x^y^ in 
ix—yy^ 

Aufgabe 80. Wie heiBt in der 
Entwicklung von (fl+A)" das 8|e 
Glied und wie dasjenige, welches 
denselben Koeffizienten hati 

Aufgabe 81. Welches Glied hat 
in (a + by^ denselben Koeffizienten 
wie das 8tf Glied und wie heiBen 
diese Glieder? 

Aufgabe 82. Welches Potenz- 
produkt hat in der Entwicklung 
von {a-^by^ den gleichen Koeffi- 
zienten wie a^ b^ und wie heiBt 
dieser Koeffizient? 

Aufgabe 83. Welelie Potenz von 
z hat in der Entwicklung von 
(1 + zy^ den gleichen Koeffizienten 
wie z'^ und wie lautet dieser 
KoeffizientI 



Aufgabe 84. Welches sind die 
beiden groBten Koeffizienten in der 
Entwicklung von {a -\- by^ und wie 
heiBen die zugehorigen Gliedert 

Aufgabe 85. Es soil in (a + 6)« 
der groBte Koeffizient ermittelt 
werdent 

Aufgabe 86. Entwickle (jc + 4j')«. 

Aufgabe 87. Ebenso (3s — 5/)^ 

Aufgabe 88. Entwickle (1 — x^\ 

Aufgabe 89. Ebenso {a + -)\ 

Aufgabe 90. Ebenso 



(vl-i/^)' 



Aufgabe 91. Ebenso (l + fSf. 

Aufgabe 92. Ebenso 

{l-\-ilf-{l-fSf. 

Aufgabe 93. Berechne 
(a + bi)^ — (a — bi)K 

Aufgabe 94. Berechne 

(i+0^ + (i-0^ 

Aufgabe 95. Berechne 

(5 + 2/)' — (5 — 2/)^ 

Aufgabe 96. Berechne 1,2^^ auf 
8 Dezimalstellen. 

Aufgabe 97. Berechne 1,02^* auf 
6 Dezimalstellen. 

Aufgabe 98. Berechne 1,003 ^' 
auf 8 Dezimalstellen. 

Aufgabe 99. Entwickle und be- 
rechne nach dem binomischen Lehr- 
satz \j^ bis auf 6 Dezimalstellen. 

/79\i4 
Aufgabe 100. Ebenso \^ bis 

auf 6 Dezimalstellen. 

Aufgabe 101. Ebenso 1,0007 ^^^ 
auf 6 Dezimalstellen. 



II Der polynomische Lehrsatz fiir ganze positive 

Exponenten. 



I. ErISirternde Fragen mit Antworten Uber ein Polynom und den 

polynomitchen Lehrsatz im allgemeinen. 



Frage 34. Was ist in der Mathe- 
matik unter einem Polynom zu 
vereteheni 

Erkl. S6. Das Wort Polynom oder Poly- 
nomiiun stamint Yom Griechisohen aoXv = 
fiel und vom Qrieohisohen vifio = suteilen, 
Tertoilen. 



Frage 36. Welches ist die all- 
gemeine Bezeichniing eines Poly- 
noms PI 



Ant wort. In der Mathematik 
versteht man unter einem Poly- 
nom eine aus drei oder mehr, 
durch plus oder minus verbundenen 
Teilen bestehende OroBe. Beispiele 
fiir Polynome, welche aus 3 Teilen 
zusammengesetzt sind — diese 
werden auch Trinome genannt — , 
sind : 

a-^b + c, a — b-\-c, a+fb—Yc, 
4m'^ — bn-{-g; x*—2px-\-q* usw. 

Polynome aus 4 Teilen bestehend 
haben wir in: 

fl + 6 + r4-rf, a — b + c — d, 

^x — 5y-i-8z — u, 
4tm^ — 5pq + Sqr-j- 7s* usw. 



Antwort. Fiir ein dreiteiliges 
Polynom wahlt man gewohnlich 
die Bezeichnung a + 6 + ^, fiir ein 
vierteili<;es fl + fr + ^+rf, fiir ein 
fiinf teiliges a + b + c+d-{-e; soil 
ein Polynom von noch mehr Teilen 
ausgedriickt werden, so deutet man 
dies durch einige an den letzten 
Buchstaben angehangte Punkte an, 
also durch 
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Der Polvnomische Leiirsatz. 



Frage 36. Was ist unt r einer 
Poteuz eines Polynoms mit ganzen 
positiven Exponenten zu verstehen! 



Antwort. Unterderzweitt^nPotenz 
des Polynoms P= a +^+^H — ver- 
steht mai) das Produkt {a + 6+^4— •) 

(a -{- b -\- c-\ ), das kur/. mit 

(fl + 6 + r -| )* = P*' bezeichnet 

wird; ebenso ist/^=(fl+6+^H — )' 

=(a + b + c+'"Xa + b + c + '") 

(a + ^ + c-\ — ). Allgemein bedeutet 

P^ = (a + b + c-] )" das Produkt 

aus n gleichen Faktorenfl+^+^-'V 
hiebei stellt n eine positive 
ganze Zahl vor. 



Frage 37. Welche Ausdriicke 
liefert die Algebra flir die zweite .. ^ _ .. 

Potenz ein 8 Polynonies? Antwort. Es wird: 

(a + b + cy = {ia + b) + cy = (a+by+2(a + b)c+if 
= a?+b^+c^+2iab4-ac+bc) 

= (a + b + cf^2(a + b + c)d^(n 
^a^ + b^ + c^ + (P-^2{ab-\-ac-{'bc+ad + bd-^cd} 

Hieaus schlieQen wir, dafi f iir 

p2^(a + b + c+"f = (a^ + b^ + c^-i-d^^ ) + 2{ab + ac-^ be-] ) 



£rkl. 26. Yon diesem Ausdmck for 
(a -\-b + c)*y (a + b + c + d)* usw. macht 
man Anwendung in der Algebra bei dem 
Yerfahren des Ausziehens der Quadrat wurzel 
aus allgemeinen Ausdriioken and aus Zahlen. 
Siehe Kleyer, Algebra. 



Bezeichnen wir die Summe aller 
Quadrate durch ^d* und die Summe 
aller Prndukte ab, ac usw. duroh 
-aft, so haben wir: 

p2= v^2_^2^aft....AfflO. 



Frage 38. Welche Ausdriicke 
erhalt man fiir die dritte Potenz Antwort. Aus 
eines Polynoms? (^ ^ i^y = a' + Za^b + Sab' + V 

leiten wir zunachst ab: 

(fl + ft + cf = ^^a-\-b)-^cY=(a^bf + 3(a + ft)^ ^+ 3(a + ft)r» +£:» 

-=6=» ^3a2ft-h3flft--J-ft^ + afl2r+6aftr 

K;]ft2f+3ar2 + 3ftc2+£r* 

= q^^b^ + ^3 + 3(fl2 6 + a^c+ab^ + b^c 

+ a(? + bc^ + Qabc. 
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In gleicher Weise erhalten wir: 

+ 6(abc-{'abd 

■^ acd -\- bed) 



Erkl. 21. Die Fonndn f&r die AuBdriicke 
fan (n + ^ + c)', (a + b + c + d)* new. 
finden Anwendang in der Algebra beim 
Terfahren des Aussiehene der Kabikwnrzel 
•OS aUgemeinen AusdriLdkwi und sua Zahlen. 
fiiehe Kleyer, Algebra. 



Die erste Klammer enthalt hier die 
Summe samtlicher Quadrate von a, 
by c und d; wir bezeichnen ale 
wieder durch 2d^\ die zweite ent- 
halt hier die Summe aller Prodnkte 
von der Form a^b, &d usw.; — der 
eine Faktor ist ein Quadrat, der 
andere eine der anderen GroBen 
a, b, c, d, sie soil durch Sa^b be- 
zeichnet werden — und die dritte 
Elammer enthalt die Summe aller 
Prodnkte von der Form a be, abd 
usw. — jedes dieser Prodnkte hat 
drei verschiedene Faktoren aus der 
Beihe der 4 GroBen a, b, e, d; wir 
bezeichnen sie durch 2abe. Jetst 
konnen wir kiirzer schreiben: 



(a + * + r+ rf)8 = -2a» + 3-2'a** + 6^a*i: 

Gehen wir nun zur dritten Potenz 
des allgemeinen Polynoms P=a 

'{'b-\-e-\ liber, so ist leicht 

einzusehen, daB wir finden werden: 

wobei die Summenzeichen sich auf 
alle Glieder a^ b^ c . . . erstrecken 
miisseiL 



Frage 39. Welche Ausdriicke 
erhalten wir nach dem seitherigen 
Verfahren und mit der eingefiihrten 
abgekiirzten Bezeichnung fiir die 
vierte und fiinfte Potenz eines 
Binomsl 



AntM'ort. Wir finden aus den 
Ausdriicken fiir (fl+*)S (a +6+0*, 
(a+6+r+rf)* usw.: 
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Der polynomiache Lehrsatz. 

Ebcnso au8 (a + *)*, (a + b + cY 
U8W.: 

+ e02a^bcd+1202abcde . . . . Mli. 

Die ausfiihrliohe Herleitong dieser 
Formeln bleibe dem Loser iiber- 
lassen. 



Frage 40. Wie kann man hie- 
naoh (l(^n Ausdnick fiir eine be- 
liebig hohc gtinze Poteilz 
eines allgemeiuen Polynoms 
Oder den polynomisohen Lehr- 
sati erhaltf'nf 



Antwort. Wir konnen von der 
vorigen funften Potenz nach dem 
seitherigen Verfahren zur sechsten, 
siebenten nsw. fortschreiten und 
versucheny anf dieeem Wege za 
einer Formel fnr die n& Potenz 
von P zu gelangen. Dieee Formel, 
welche den Inhalt dee polynomi- 
schen Lehrsatzee anamacht, lafit 
sich aber» wie wir jetit leigen 
woUen, anch dirdkt ableiten. 



2. I. Entwicklung des polynomischen Lehrsatzes fQr gua 

positive Exponenten. 



Fragf^ 41- Wie l&fit sich (a-ft-W, 
wean ^ irgond eine ganze positive 
Zabl vorstellt^ in eine Formel ent- 
wickelnt 



Antwort. Wir setzen a-|-^ 
a= (a -»- 6) -f f nnd erhalten 
dem binomischen Lehrsata: 



\a + ft)- V (p (a + *)— »c+ (f) (a + 6>— »r» 



Winl jeut anf die 
Poieni^n von c-^b 



»*^*-iI*- 



./ 



lA^Ufl^ 
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binomische Iiehrsut/, augoweadet, 
so folg^t: 

[a+ * + £•)« = a" + Qa— ^*+ (g) o"-***+ (9)0"-'*'+ 



+ ("-3)'^*'"' + *""^^ 



-^Q\a''-'+("j^)a''-*b+(^-^)a''-^b* + -. 



+ C = D« 



^/l-4_|_^/l-3L3_|_ 



+ (;,^2){^' + 2a6 + *^!r»- • 



f 



+ 



(.-1)^+^^^+^" 



n\i 






4-a3^"-3 + 6^r"-»l + 



• • • • 



+(j) ("7 '){<.— »c+<.»-v} 

+ G - 2) ©«*'- + 



• • ■ • 



• B 



linns, Der binomische l.uiiryut/.. 
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Frag© 42- Wieviele Glieder hat 
dieser Ausdruck! Antwort. Die Zahl der Glieder 

von (a + *)» ist = n-\- l, diejenige 
von (a-{-by-^ = n usw. Dem- 
gemaB enthalten die /z + 1 Glieder 
der ersten Horizontalzeile den 
ersten Faktor c gar nicht, die n 
Glieder der zweiten enthalten c^ 
die n — 1 Glieder der dritten ent- 
halten c^ usw. Somit betragt die 
Zahl samtlicher Glieder: 

(n + l) + n + (n — l) + (n — 2)-{ h 2 + 1. 

Nr.ch Aufgabe 2 ist diese Summe 
_(n + 2)(n + l) 



Frage 43. Welche Vcreinfachong 
gestattet der vorige Ausdruck! Antwort Unter der Voraus- 

setzung, daU «, ^, y drei ganze 
I)ositive Zahlen darstellen, ist: 



/a + fi + y\ /a^ ff\ (a + fi + y,l 

\ r / V .^ / cti di y? 



1 fil y! 

denn nach Formel ^^s 5 haben wir: 

/« + /^+y\ ^ (^ + fi + r)^ + f^ + 7-i) (a + /g + 1) 



1.2.3 



/« + A (« + ^H« + /^ — IJ (tt + l) ^ ^ 

V ; )^ "nr^ "... ^ '^^^^ 

+ A _ (.« — .-^ -f ;U« - P^ -r y — 1) (a+fi^t) 



/a + /i + Y\/a^fi\^ia 



/•! 



(g^p? i^tt — i— 1) (g - 1) a!_ (g-^^-^^')! 

-! '«! «! ,:?! >! 
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Nun int: 

\\) \\{n-\)V Va/ 1.2 1.2(/z — 2)! 2I(/i-2)I* 



W 1.2. 3 (/I -^-3) 



3)1 /I! 

— U8W. 



3)1 3l(n — a)l 

Femer wird naoh obiger Formel 
fill* ft ^/z — 2; fi^l und y*«l: " 

\1/ V 1 / (/I — 2)! 1! II 

Ebenso wird fiir a =^ /i — 5; 
/? = 3 und y=^2: 

//z\ /n — 2\ _ /t! 

V2/ V 3 / ~(n — m 3! 2! 

Fiir« = /i — 5;/^ = 2, y = 3folgt: 

//z\ //z 3\ _ /z! 

V3/ V 2 / (/7 — 5)! 3! 2! 

Fiir" = 3; /i^ = Ai — 5, r = 2 folgt: 

//z\ /'z - 2\ /?! 

V2/ V — 5/ 3! (/I — 5)! 2! 

usw. Hiedurch erhalten win 



• • • 



+^^=§1111^""**'^+ '^*""*^+'^*^"i+ 



• • 



• • 



« • • 



A. !^ Jo«-6 i,a cl 4- o»-5 b*(*-k- 

^(«— 5)I3!2l\ ^ ^ 

-|-a'!*3^v,-5|_|_... 
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Der polyiiomifiche Lehrsatz^ 



Frage 44. In welcher allgemeinen 
Form laBt sich jedes einzelne Glied 
dieser Fonnel darstollent 



Erkl. 28. W&hlen wir von den drei 

Ebcponenten a, p^ /, deren Simime = tl sein 

muB, a^=n^ so wird /J = und y = 0. Naoh 

nebenstehender Kegel muB dann ein Glied 

n\a b'^c^ 
von der Form — . .. .. auftreten. Wenn 

/i!0!0! 

wir die Voraussetzung maohen. 

daB 0! = 1 sein soil, so geht unser ge- 

nannies Glied, da b^ = 1 und C^ = l ist, 

liber in ;— = a«. 

n\ 

Ebenso wird ein anderes Glied unter 



der Form 



a\(n — a)\Q[ 



auftreten. Dieses 



rednziert sich jetzt auf . , 

a! (/I — a)\ 

In dieser Weise werden schlieClich alio 

Glieder des Ausdruckes der vorigen Fragc 

gewonnen werden. 



Antwort. Jedes Glied anse.er 
Formel besteht aus einem Produkt 
von Potenzen der GroBen a, b, c 
dergestalt, daB jeder Exponent 
eine der Zahlen 0, 1^ 2 bis n sein 
darf, die Exponentensumme aber 
immer = n wird. HeiBen wir diese 
Exponenten «, P^ /, so lautet unser 
Produkt a^.bP.cr, wobei 

Femer muB dann jedem Produkt 
noch als Koefflzient diejenige Zahl 
vorgesetzt werden, welche sich er- 
gibt, wenn man n\ durch das Pro- 
dukt der Fakultaten der einzelnen 
Exponenten dividiert; also helBt 
genannter Koefflzient mit der ge- 

n f 

wahlten Bezeichnung . ^, — :. Nun 

a! p\ y\ 

erscheint jedes Glied der Formel 
unter der Form: 



/ ? 



a« bP cy, 



wobei a + /^ + y = ^ ist und wir 
erhalten im ganzen: 

wobei 

a = 0, 1, 2, ... /I 
/? = 0, 1, 2, . . . /I 
y = 0, 1, 2, • . ./I unda + /? + r=/«. 



Frage 45. Wie laBt sich nun au8 
der fiir {a b ^ df gefundenen 
Formel die /z= Potenz P^ des 
Polynoms 

p=a-\-b^-c^d^re-\- 



• . • . 



herstellen? 



Antwort. Wie wir aus (fl-f-^)* 
den Ausd uck fiir {CL-V b f- r)" ge- 
wonnen liaben, so laBt sich jetzt 
audi von {a \- b -^ c)" zu 

(a + b + c + d)^^{(a + b+c)+dy 



iibergehen; dabei folgt: 



(a-^b + c+d) =:^ 






a^^b^crd* 
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wobei 

a = 0, 1, 2, n 

/^ = 0, 1, 2, n 

y = 0,l,2, n 

() = 0, 1, 2, /z und a + /?+y + ^ = /i 

sein muB. Durch Verallgemeinerung 
erhalten wir jetzt: 

a!/^Iy!oi€l 

Erkl. 29. Biese Formel ftir den all- mit den Bedingungen: 
gemeinen polynomisohen Lehrsatz 

fand Leibniz; er teilte sie brieflioh a =0, 1, 2. • . . ^*' 

ft y y y 

Johannes Bernoulli mit 1695. Mai — ;tf = 0, !• 2, . . . 1^*' 

lb 

y = 0, 1, 2, . . . n 
€ = 0, 1, 2,...n 



und « + /^ + y + <^' + *H = ^« 



leitent 



3. 2^ Entwicklung des polynomisohen Lehrsatzes. 

t^rage 16. Wie laBt sich die 
Formel tur den polynomischen Antwort. Wir kniipfen zunachst 
Lehraatz direkt aus den Begriffen ^^ ^^^^^ konkreten Fall an und 

f'tZi^^^'''''^ "^"^ ^^"^ ^"'^^''^ ^^''' verlangen, es soil irgend ein GUed 

von {a-{- b -{- c + d)^^ gefunden 
werden. Nehmen wir statt 

zuerst das Produkt 
(fli + *i + ^i + ^)(«2 + *2+^-t-4) («io + *io + ^10 + rfio), 

so konnen wir die 10 Faktoren / 
so zusammenfassen, daB wir aus 
ihnen 4 auswahlen, dann aus den 
6 librigbleibenden 3, aus den 3 
iibrigbleibenden noch 2 und zuletzt 
den 10^ Faktor hinzufugen. Z. B. 
konnen wir unser Produkt nehmen: 

= (fiAf, A) ■ (/s/d/io) • (/./«) -A. 



Anmerkun^: Nachdem wir 
fli = flj = • • • = a,Q 

*i = ^, = • • • = A,o 

^1 = r, = • • • = TiQ und 

rfi = 4r = • • • ^ ^0 

gesetzt haben, bezeiohnen wir den gemein- 
schaftlichen Wert der ersten Gr5J2en mit fl, 
den der Eweiten nut b nsw. 



W Der polynomisehe Lehraatz. 

In/i/2/7/8 = (fli + *i + fi+<)(fl,+62 + ^ + d,)(a7+A7 + ^ + d;.) 

(08 4- *8 + ^ + d^) 

erscheint sicher das Glied Oj a, Oj o^. 

erhalten wir das Glied b^ b^ bi^. In 

erhalten wir das Glied c^ c^ und 
der Jetzte Faktor ^s + As-f ^ + ^5 
enthalt dj. Daraus folgt, daB das 
groBe Produkt P das Glied 

^1 ^ ^7 ^ *8 *9 *io ^4 ^ ^ 

enthalten muB. 
Wahlen wir nun fli =0^ =.,.waio; 

und endlieh rfj = d^ = . . . = a^^, so 

folgt, daB in Pi ^ = (a + * + ^ -h d)'^ 
das mit einem Zahlenfaktor ver- 
sehene Glied a^ b^ d^ d enthalten sein 
muB mit der Summe der Exponenten 
4 + 3 + 2 + 1=10. Nun fragt es 
sich noch, wie der beizufiigende 
Zahlenfaktor lautet. Wir erinnern 
uns, daB a^ aus 4 Faktoren a, 
z. B. ^1 (U a-, fl'g, welche wir an > den 
10 ausgewahlt haben, erhalten 
worden ist. Hienach wird a* so 
oft vorkommen, als wir aus den 
10 Elenienten fli . . . a^Q Kombinati- 
onen von je 4 Elementen bilden 
konnen; deren Zahl betriigt nach 

Frage 26 0^}\ also erhalten wir 

i^^J^^' Zu jedem Faktor a* tritt 

dann noch b^^ hervorgegangen aus 
3 Faktoren A, — in unserem Bei- 
spiel sind es A3, 69, b^^ aus der 
Reihe Ag, A4, A5, Ag, b^, b^o gewesen. 
— Diese Reihe aber ermoglicht die 

Bildung von LA Kombinationen 

der III. Klasse, woraus folgt, dafl 

(glA^ zu jedem fl* treten und wir 

nun l^j (3)^* *^ bekommen. Zu 

jedem a^ b'^ kommt nun weiter noch 
r^, entstanden aus 2 Faktoren c. 



2. Eiitwitkluiig des polynomischen Lehrsiitzes. 
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z. B. aus ^4, Tfi aus der Reihe c^, 
^5, r„. Diese Reihe liefert zur 

zweiten Klasse die lo) Kombina- 

tionen — in unserem Beispiele 
^4 ^6» Q ^6 und ^6 ^e. Dadurch be- 

kommen wir nun (\^)(3)(2) ^' *'^'• 
SchlieBIioh liefert das noch librige 
10^ Glied den Paktor d. Somit mufl 
ia (a + b + c-^dy^ das Glied 

cr)C)a)C)--^ 

vorkommen. 

Die namliche SchluBreihe auf 
(a -]- b + c-\- d + ey^ angewandt, 
wird zu einem Glie i 



cr)rrorrO( 



19 — 12 

9 



)('"7") 



fl* b^ c^ d'^ e^ 



Erkl. 80. Eb vst : 



10 . 9 . 8 . 7 6.5.4 
1.2.3.4 '1.28 

3.2 1^ 
• 1.2* 1 

10! 



4!8!2!1! 



OCtX'tICI'XT) 



19.18.17.16 16 . 14 . 13 12.11.10.9.8 
1.2.3.4 * 1.2.8 1.2.8.4.6 



191 



7.6 5.4.3.2.1 ,^ 

172 ' 1.2.8.4.6 4I816I216! 



In gleioher Weise wird: 
mit o + /?+y + ^ + .... 



d J" 

n einfaoher 



fiihren. 

Hat man allgemein 

pn = (a -Y b + c + d -^ eY, 

so liefert die eben angewandte 
Methode den Satz, daU in der 
Formel fiir -P" ein mit einem 
Zahlenfaktor versehenes Glied 
a^bPcvd^ . , vorkommen muB, der 
Art, daB die Summe des Expo- 

nenten, d. h. a + Z^ + y + ^H ='* 

ist. Ferner gelangt man zu dem 
genannten Zahlenfaktor, wenn man 
folgende Zahlen multipliziert: die 
Zahl der Kombinationen von n 
Elementen zur Klasse a, von tl — a 
Elementen zur Klasse /^, yonn—a—fi 
Elementen zur Klasse y usw. D. h, 
unser obiger Zahlenfaktor heiBt: 



/^! 



a\fi\y\ 6\... 



C)Cr)C 



Da derselbe = 



— a — /S' 

y 



) 



«! 



ist, 80 folgt 



«!/?!y!... 
fiir uuser genanntes Glied die Form: 



nl 
al/ilYl... 



wb^cr . . . 
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Der pulyiiomische Lehrsate. 



und wir erhalten wieder: 

nl 



pn = ^ 



a\fi\r\ 



a<^bPc7 . 



wobei a + /i^ -f- y + . . . = /?. D. h., 
es folgt der Polynomische Lehrsatzi 

Um alle Glieder der Ent- 
wicklung von (fl+^+^+^H — )* 
zu erhalten, hat man zuerst 
alle denkbaren Produkte von 
Potenzen der GroBen a, b, c, 
d... dergestalt zu bilden, 
daB jeder Exponent eine der 
Zahlen 0, 1, 2 . . . bis n sein 
darf, die Exponentensumme 
aber gleich n wird und darauf 
jedem Produkt als Koeffizient 
diejenige Zahl vorzusetzen, 
welche sich ergibt, wenn man 
n\ durch das Produkt der 
Fakultaten der einzelnen Ex- 
ponenten dividiert. Dabei 
muB 0! = 1 gerechnet warden. 



Frage 47. Welche Pormeln er- 
halt man hienach fiir P^ P«, P* 

usw., wenn P=a-\-b-\-c-\-d-\ 

gesetzt wirdl 



Erkl. 31. Fiir /z = 2 wird der Zahlen- 

faktor . a. . entweder = 2r. = i ©der 
a\p\y\ 2 I 



Fiir /z = 8 erhalten wir: 

?i==l. 3!_=.3und 
3! ' 2!1! 

Pup /i = 4: 



8! 



1! II 1 ! 



= 6. 



41 4f 41 4? 

4!"~ ' 3!1!"" * 2!2!~ ' 2! 1! 1! 

= 24 usw. 



= 12; 



1! 1! 1!1! 



Antwort, Erheben wir das Poly 
nom P= a-^ b-j- c-{- ' " auf die 
z w e i t e Potenz, so konnen wir 
n = 2 nurin 2-hO + 0+0 + --- und 

in l^l4-0 + 0H zerlegen; 

von den p]xpoiienten «, /^, y . . . in 



//! 



anPcY... 



hat daher einer den Wert 2, wahrend 
alle anderen = bind ; oder einer 
der Exponenten hat den Wert 1, 
ein anderer ebenso, wahrend alle 
nnderen = sind. Daraus folgt, 
daB die Glieder in der Entwickiung 
von P'^ nur zweierlei Art sind, 
uamlich solche, welche a^, *^ r*... 
usw. lauten und deren Summe wir 
von friiher ^a^ heiBen woUen, und 
solche welche 2fl6, 2bCy '2,cd.,, 
heiBen; ihre Summe sei wieder 
durch 2 -fl b ausgedriickt; daraus 
folgt jetzt wie in *M\Q: 



2. Entwicklung dee polynomiRchen Lehrnatzes. 57 

Erheben wir P auf die Potoiz 
/«=3, sohaben wir3 = 3+0+(H-- 

Oder =2 + 1+0 + + 

= l + l + l + + OH Von «, 

/^, y gibt es also die 3 Falle, 

da 6 eine dieser GroBen = 3 und 
die andern = 0; oder eine = 2, eine 
andere = 1 und die iibrigen = 0; 
oder drei je = 1 und die anderen 
alio = 0; die Glieder in der Ent- 
wicklung haben hienach entweder 
die Form fl^ b^.,. oder a'^by b^c... 
oder a be, bcd.,.^ die zugehorigen 
Zahleofaktoren sind = 1, 3 und 6, 
deshalb konnen wir abgekiiTzt 
schreiben wie in *^11: 

Erheben wir P auf die IV. Po- 
tenz, so haben wir 4 = 4 + + +• • 
= 3 + 1 + + - • = 2+2+0+0+•• 
=:2+l+l+••=l+l+l+l+0+•• 
Daraus folgt wie in M\2i 

p* = ^a* + 4,2a^h + %:Sa'b^ + l^^a^bc + U^abed. 



Anfgabe 101 • Wie lautet die ent- 

eprechende Formel fiir * «,-. xxr- 1 ix . . 

AuTlosung. Wie erhalten wie in 

(fl + 6 + ^H )«t .\:o'i3. 

p» = 2^a6 ^ ^^a^b + 10^a^*« + 2fy^a^bc + 30^a2*»c+ 60-^a*»cd 

+ V^:^abcde. 



Anfgabe 102. Ebenso fiir 

(fl + * + r H )«. Auf losung. Es wird : 

p = Vfl« + Q^a^b + lo^a^b'' + ^Q2^a^bc+2Q2a^b^ + m^^a^b^c 
+ I2ld^a^bcd + ^2a^bH^ + l^Q^a'^bHd + 360-:i^a^6rrf^ + 120^abcdef. 

Die Losung dieser beiden Auf- 
gaben moge der Leser selbst ver- 
suehen. 



Frage 48. Wie laBt sich die , . . ,, , . . a^ . . 

weitere Ausfuhrung dieser Ent- ^*^f*^^^*: ,^^ l"^^,^^^^ ,^'^ ^^• 
wicklungen erleichternl ^^'}'}^ Tabelle; sie lietert - so- 

weit als sie reicht — in jeder 
Vertikalreihe die Glieder von 
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Der polynomische Lelirsatz. 



(fl + A + ^ + • • •)", welche die z u 
oberst stehende Potenz von a 
zum Faktor haben, wenn diese 
Potenz von a mit den damnter 
stehenden Produkten verbunden 
wird; es muB dann nur noch der 
richtige Zahlenkoeffizient beigefiigt 
werden. 



Tafel dar Kombinationen in den Potenzen eine8 Polynoms. 



a- 


a'B-i 


an-t 


a"-' 


a' * 


a»-5 


fl«-6 


a"-' a"-* 


fl«-» 


fl»-io| 




b 






1 

1 


1 




c 


b* 




1 


1 

1 








d 


be 


6« 
















e 


bd 


b*e 


b< 








» 










e* 




1 














f 


be 
ed 


b*d 
be* 


b'^e 


** 
















bf 


b*e 


b^d 
















e 


ee 
d* 


bed 

e" 


b*c* 


¥c 


*« 














bg 


b*f 


b^e b'd 














h 


cf 
de 


bee 
bd* 
e*d 


b*cd 
be" 


A»r« 


b^e 


b^ 












bh 


b*g b^f 


b^e 


b^d 














eg 


bcf 


b^ee 


b'^ed 


b*c* 


b'e 


b^ 








• 

I 


df 
e* 


bde 
e*e 


b*d* 
be'd 


b*c» 


















cd* f* 


















bi 


b*h b«g b*f 


b^e 


b^d bH 


A" 








eh 


beg 


b-ef b^ee 


b*cd 


b^e* 










k 


dg 
ef 


bdf 
be* 

cde 


b*de 
bc*e 
bed* 
e^d 


b^d* 
b*e^ 
bc^ 


b'c» 
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Aufgabe 103. Wie lautet 
/oUstaudige Sntwicklung von 



die 



Antwovt. Da hier /z ««9 2 ist, so 
k5nnen in der Tabelle nur die drei 
ersten Vertikalreihen zur Anwen- 
dung und da nach Frage 47 in 
P^ = :Sa^ + 2 2:^ a nur die Koefflzi- 
enten 1 beziehungsweise 2 auftreten, 
erhalten wir unter Weglassung der 
Glieder mit /, g usw. : 

(a'{'b + c-^d + ey = a^^2ab-\-2ac+2ad + 2ae+b^ + 2bc+2bd 

+ r> + 2be + 2cd + 2ce + rf* + 2de + e*. 



^WV«OT 



Aufgabe lOi. Ebenso von 

(a-\- b A- c4- d)^1 Antwort* Hier ist ^ = 3; es 

miissen demnach die vier ersten 
Vertikalreihen benutzt werden. 
Nach Fonnel .A? 11 ist 

P» = 2a^ + 32a^ b + e^abc; 

die Koefffzienten sind also hier 
beziehungsweise 1, 3 und 6. Mit 
Weglassung der GroBen ^, /. . . ent- 
haltenden Glieder liefert die Tabelle: 

(a + * + c+ rf)' = «• + (3fl2* + 3a^c + 3a^d) + (dab^ -\- 6abc+ 6abd 

+ Sac^ + 6acd + 3ad^) 

+ {b^-^3b^c+Zb^d-{-3bc^ + 6bcd + c^+3bd' 



Aufgabe 105* Ebenso von 
{a + b + cyi 



Antwort. Da nach Formel »AS 12 hier 

+ 12 ^a^ be 
ist, gibt die Tabelle: 

(fl + * + c)* = a* + i4ta^b + 4a^r) + (fia^b^ + 12a^bc + 6a^c^ 

+ (4fl*^ + l^ab^c + 12a6r2 + 4^^ 
+ ** + 46^^ + 6*2^2 + 12*^3 + r*. 



Anmerkung: Weitere Aufgaben siehe am SchluB dieses Abschnittcs. 



"" Der polyiioinisclic Lehrsatz. 

Frage 49. Wieviele Glieder ent- 

Zahl dj QroQ^Za h, TdJw f^ '«^ei-zahl =« + !; nach Frage42 
=je-istf ,«/,<-,« usw. ist in (a + b-^c)" die Gliederzahl 



^ (/» + 2)(/t + l) //z-|-2\ 
1.2 ~\ 2 / 

Schreiten wir nun zur Fest- 
stellung der Gliederzahl von 
ia-\-b-^c-\-d)",BO konnen wir setzen : 

(a-\-b -\- 0-^-0)- = ^(a-\-b-\-c)-\-dY 

Nach dem binomischen Lehrsatz 
entwickelt, gibt dies: 

(^ + l> + c-hd)'' = (a-\-b + c)''-^-Qya-]-b + cr-^d+(^ya-\-b+cr-'d* 

Nun ist die Gliederzahl von 
(a + * + f).= (^« + 2\ 

die von 

(fl + *4.^)«-i = ^'^ + lV 

jene von (a-{- b'\-cy-^=f^\ 

Hienach haben wir als Zahl der 
Glieder von (a + ^ + ^-f-rf)« 
ofFonbar: 



usw. 



("t')+rt')+a)+("7')+ HD-cr) 

(siehe iVufgabe 4) 

In gleicher Weise folgt: 

+ (T)(ci + b-hc-^d)e-{ \~e\ 

Die Gliederzahl ist hier: 

=("to+ct^)+cto+-+c)=("r) 



usw 



2. EntwickluBg des polynomiscben Lehrsntzos. 61 

Durch Verallgemeinerung erhalten 
wir fiir die Zahl der Glieder 
der nMiL Potenz des aus ^GroBen 
zusammengesetzten Polynoms 
fl + 6 + ^-f- , den Wert 

= I - I. Z. B. haben wir 

in ia^b-\-c + d + ey^ die Zahl 

n = 15, somit ist die 
Gliederzahl 



Fra^ 60, Welche Entwieklnng 
liefert der polynoinische Lehrsatz Antwort» Es geht 

fiir {a^^-a^x-^-a^x^-^ a^x^A )"! , , , , , , 

' ' ' aQ-\- a^x-\' a^x^ + a^x^ -\ 

in a-\- b-\-c-\-d-\-e-\ iiber, 

wenn wir setzen: 

a = ao; b = a^x; c^a^x^; d=a^x^-" 

Oben haben wir gefunden, dafi 
jedes Glied der Entwicklung von 

\a-[-b-\-c-\ Y dargestellt werden 

werden kann in der Form 

a<^ bfi CY..., 



wobei a, /^, y, <^ . . . der Zahlenreihe 
0, I, 2y . . . n derart entnommen 
sind, daB a -\- fi -{- y-{- - - • = n ist. 
Dxirch Einsetzung der vorhin ge- 
nannten Werte finden wir, fiir ein 
Glied der Entwicklung von 

(a^-l-a^x+a^x^-^ )« 

die Form: 

ff„« (a, x)fi . (fl, x^r . (flg x')9 .... 



n! 



al/*ly!tV!... 



Co"- ai^fljya8*""Jf^+^+^ + 



Fiihren wir fiir den Exponenten 
von X, d. h. fiir die Summe 

«.0 + /^.lH-y.2H-<>.3H 

die Bezeichnung k ein, also 



Der poiyuomiBohe Lehrsstz* 



80 gewinnt das Glied die Form 



nl 



a! /?!y! ... 



a^a.a^P.a^y x^ 



k = 



Nun erhebt sich die Frage, wie 
man alle Glieder, welche die gleiche 
Potenz JC* enthalten, erhalt.n konne. 
Bekanntlich sind a, /^, y, J . . Zahlea 
aus der Beihe 0> 1, 2 . . ., und 

steUt eine Summe von n Gliedem 
vor. Wahlen wir also einen be- 
stimmten Wert von k^ so konnen 
wir jetzt nmgekehrt die Zahl k in 
n ungleiche oder gleiche 
Summaiiden zerlegen aus den 
Zahlen 0, 1, 2, 3 . * •; dies ist aber 
auf verschiedene Arten moglich; 
jede solche Gruppierung lief ert uns 
dann ein Glied mit x^, das wir 
dann niit dem zugehorigen Zahlen- 

koefflzienten —rir* — ; versehen 

(t\ p\y\ . . . 

miissen; alle diese Glieder zu- 
sammengefaBt geben dann die 
Gruppe der Glieder mit JC* usw. 



Frage 61. Wie lauten in der 
Entwicklung von 

die Glieder, welche x^ enthaltenf Antwort. Wir konnen setzen: 

* = 5 = + 0H hO + 5; dies gibt «=/i — 1, C = l; 



'S^Ai 



rt — 1 



«=0 + 0H 1-0 + 1 + 4; dies gribt a = n — 2, A = 1, * = 1: 

«-2 
^ O + O-i 1-0 + 2 + 3; dies gibt « = « — 2, y = l, * = 1; 

rt — 2 
*=0 + 0H 1-0 + 1 + 1 + 3} dies gibt a = « — 3, /S = 2, <» = 1; 

n — Z 2 

=^ + 0+ hO + 1 + 2 + 2; dies gibt a = /^ — 3, /? = 1, y = 2; 

/I — 3 "*T" 

==^0 + 0H [-04-1 + 1 + 1 + 2; dies gibt a = /i — 4, /?=3, y=l: 

rt — 4 3 



N****! 



= + OH 1-0 + 1 + 1 + 1 + 1+1; dies gibt o==/i— 5; /*=5. 

/I — 5 5 



>^ta 
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Oline Zahlenkoeffizienten heiBen 
hienach die ge uchten Glieder: 

a^"^^ a^^ a.i x^ und a^^-^a^^xK 



Auilosilng. Hier ist A^ = 7; wir 

erhalten hier die Zerlegungen: 

* =* 7 = /I — 1 Nullen + 7; gibt flo""^ • «; 

= /I — 2 Nullen + 1 + 6; gibt ao""* a^^a^ 
= /I — 2 Nullen +2 + 5; gibt flo"""^ • ^ • ^s 
= /I — 2 Nullen +3 + 4; gibt flo"""* • ^3 • «4 
= /I — 3 Nullen + 2.1 + 5; gibt Oo""* • ^i* • ^5 
= /i — 3 Nullen + 1 + 2.3; gibt flo""'-^i-tf3* 
= /I — 3 Nullen + 2.2 + 3; gibt flo""^ • ^* . Cs 
= /l — 4Nullen + 3.1 + 4; gibt flo""* • ^^'-fli 
= /l — 4Nullen + 2. 1 + 2 + 3; gibt flo"~*fli*fl« •«« 
=^ /x — 4 Nullen + 1 + 3.2; gibt flo"""* • ^1 • ^2* 
= /I — 5 Nullen +4.1 + 3; gibt flo"~* • ^i* • fig 
= /I — 5 Nullen +3.1 + 2.2; gibt flo""' • ^i' • ^* 
•=/i — 6 Nullen + 5. 1 + 2; gibt ck"^^ .a^Ka^ 
=*^7.1 ; gibt a,\ 

hier ist jedesmal noch der Faktor 
x'^ beizufiigen. 



Frage 53. Wie heiflen hienach 

in der Entwicklung von Antwort. Wenn das in Frage 50 

(ji^ j^ a^x -\- a^x'^ -{ )" angegebene Verfahren fiir A = 0, 1, 

J. ^,. , , , ft I Oft 2, 3 • • • durchgefiihrt wird, erhalten 

die Gheder, welche x^, x\ x\ x^^^- ^.^ ^^^^ ^.^ Zahlenkoeffizienten 

enthaltent folgende Glieder: 

ao"~^(hx\ Oo^-^aifljjc^, a^^-^ai^x^ 

ao^-^a^x^ ao'^^a^osx*, Oo"-' a.,' x\ ao"-»ai^a,jc*, 

flo""*fli*Jf*; U8W. 
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Der polynomisclie Lehrsatz. 



Wir geben hierfiir folgeude 
tabellarische Ziisammenstellung, 
welche nach dem Vorausgeh nden 
ohne weitere Erklarung verstand- 
lich sein diirfte. 



6 



8 



/7„»'/7 W— 1 



a."-^ 



10 



^o"-' 



fln''-^ 



flo"-' 



ao"-' 



a 







"-7'(Xn"-« 



flo''~'lflo""'' 



^ 



Oo fl,2 



Og fli flj 



a,« 



a, 



a, (Z.s 



^« 



^1^02 



«1* 



a. 



fll (7.4 fll ^3 



^2^3 



^6 



^8^ 



fli a< 



a^^a^ 



fl,5 



a J 






^1*^2 



ai« 





<h 


di Oil 


fli^fls 






a^ fls ^1 ^2 ^4 






^3^4 


02*03 






a.^a^ 



a,' 





Og 


a^a^ 


a,' a. 






a^a^ a^a^a^ 






a^a^ 


fll ^3 ^4 






a,' 





fll ^flj o 
OiOj-Og 






0,*03 

Oi*o,^ 



6 



^1^2 



a,3 



^ 



^4^6 



di d^ d^ 
d^d^^ 



dy^d,, 

d^-a2 d^ 
d^d^d^ 
d^d^^d^ 



d^d 



5 



flo^fls \d^d^d^ 
d^d^^d^, d^^dz 

d.^ 



d^d^ a^ 

d^^d^' 

d^d^^d,^ 



^l'«4 

d^d^^Or^ 
d^d^^ 



6/i3 
5/7 2 



Aj'^fl^ dy^d^ 



a^-d^ 



a^ 



'10 



0109 



Oi^lh 



a^'a, 



Ol^Ofi 



a «fl5 



Ol*04 



Oi'O, 



0,8 



o» 



o." 



V 



.J- n i' ^ ^T^-^^^-^^^ 



M-K^ 
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2. Entwicklung des polyjiomischen Lehrsatzes. 
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Frage 54. Wie gestaltet sich nun 
die Entwicklung von Antwort. Dui^ch Beiliigung der 

P'»z=(a -\- a. X -A- iL.x -A- ' '^'^n entsprechenden Zahlenkoefflzienten 

^ («o"r«i ~r'*2 -t ' ' ') t bekommen wir aus der vorigen 

f^age 53: 



+ {(^lTl^""^+(^)!2!^'^^^^| 



•i 



n\ 



(/I — 3)r3T 



ao"-»c,»|je» 



H — a»"^*A*a,-J — — a«*~*A*ljc* 



'*' -'a,'a, + ,_ ^i.„. Oo-" fli c,* 



"^(rt— 3)12!'^ 



(n — 3)!2! 



^(/l— 4)!3! " ' ^^(/i— 5)!51^ 'j 



+ 



H«*««— ■vMMIWi 



(Oo + fl, Jf + a, Jc* + • • •)*. 



Auflosung. Da hier n = 2 zu 
nehmen ist, so. erhaltan wir mit 
der vorigen Fonuel: 



/* = flo* + 2ao Oi Jc + (2ao a« + Oi*) JC* + (200 fls + 2fli c,) jc« + (2flo a* 
-f 2«, Cs + flj*) Jc* + (200 oj + 2ai O4 + 2o, c,) J% + (20o o, + 2Ci Oj 



+ 2o,a4-|-a,*)x« + 



HftAf , Dtr binomische Lehrsats. 
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Aufgabe 107. Entwickle ebenso 

(Oo + fli Jf + ^2 ■«' H )'. Auflosung. /2 = 3 ergibt: 

+ (3flo*«4 + 6flo«i«8 + 3aofl22 + 3fli2fl2}-«* 

+ { 3flo'^«5 + 6flo ^1 fl^4 + 6ao ^ ^s + 301^08 + 3fli fl2^}-«^ 

+ (3flo^«6 4-6^0^1^5 + 6^0 ^2 «4+3aofl82-^3fli2fl4 + 6^1 02 a, + fl^V' 



Anfgabe 108. Ebenso 

(flo + fli * + a* -K* H )*■ Auf losung. 

P* = a,* + 4ao* fli •« + { 4aoS a, + 6o«* a,* j Jc* + {40, 'a* + 12ao* Oi «» 

+ |4flo'fl5 + 12flo*«ia4 + 12ao*flg08 + 12aofli*«s + 120© ^i «»' 

+ 4ai»a«jjc*H 



Aufgabe 109. Ebenso 

(Co + fli JC + Oj Jc^ H )\ Auf losung. 

P« = flo* + 500* fli Jf + { 500* flj + lOflo* fli* } ** 
+ {5o„*fl3 + 20flo'ai Oj + lOflo'Ois) jc» 
+ [50o*fl4 + 20ao''Oi fls + 10a«''fl,= + SOCo-^Cj^Oj + 5floOi*}jc* 

+ {5Co*fl5 + 2000'' o, 04 + 20o„-'fl2 Os 4- SOflo^Oi^fls 4- 30flo*Oi o* 

+ 20aoOi''fl., + Ci'5jjC5 

+ { 5flo* o„ + 20flo'ai C5 + 20Co''c4 fl4 + lOOo^Os' + 30ao-Oi*a4 
+ eOOo'Oi o» a, -h lOOo-Oj" + 2OO0 fl," Oh + 30fl« Oi'fl,* 

+ 50i<flj|jc''H 



GelOste Aufgaben ilber den polynomischen Lehrsatz. 
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4. Aufgaben liber den poiynomischen Lehrsatz samt Losungen. 

Aufgabe 110. Wie groB ist die 
Zahl der Glieder von (a-\-b -\- cY Antwort. Nach Frage 49 wird 
fiir /^ = 2, 3, 4 . . . .1 die Zahl der Glieder ausgedriickt 

durch ( ^ j; dies gibt 



fiir n = 2, 3, 

Gliederzahl = 6 10 

Aufgabe 11 !• Ebenso fiir 
(a-^b + c + dr. 



2 

4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
15 21 28 36 45 55 66. 



AntTVort. Hier ist die Gliederzahl 



dies ergibt: 



fur 



n= 2, 



Gliederzahl = 10 



3, 
20 



4, 
35 



5, 6, 7, 8, 9, 10 
56 84 120 165 220 286. 



Anf^abe 112. Ebenso fiir 



Antwort. Gliederzahl 
also: 



= \ 4 > 



fiir /!= 2, 3, 

Gliederzahl = 15 35 



4, 
70 



5, 6, 7, 8, 9, 10 

126 210 330 495 715 1001. 



Aufgabe 113. Wieviel Glieder 

hat {a + b^c + d + e+f)^ 



Antwort. (^ + 5) = Q^^ = 252. 



Aufgabe 114. Wie ^oB miiB in 
der Entwicklung von (a + ^ + cY 
in jedem Glied die Summe der 
Exponenten sein und wie heiBen 
die Zahlenkoeffizienten von a* bc^ 
und von a^b^c^% 



Antwort. Nach Frage 44 kann 
hier mit n = % jedes Glied in der 

n f 

Form -j-^f-j a"" b^ cr dargestellt 

werden; dabei miissen «, /^, y aus 

der Reihe der Zahlen 0, 1, 2 ... 8 

so gewahlt werden, daB a + /^ -|- y =8 

ist. In fl* bc^ haben wir « = 4, 

/^ = 1 und y = 3; deshalb heiBt der 

8* 
zugehorige Zahlenkoeffizient ! 

= 280; der zn a^ b^ c^ hat den Wert 

8! 

3T2T3!^^^^- 
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Der polynomische Lehrsatz. 



der SntwicklunfiT von (fl + b + c+d)^^ 
in jedem Olied die Snmme der Ex- 
ponenlen mux nnd wie haiBen die 
Zahtenfcoe^anenten voa a?b^c^ dj 
von ab^c^d^ nnd von d*rf*t 



AntworL Hier ist /i = 10; jedes 
GUied \si darstellbar nntes der Fonn 



10! 



a^^b^crd^ 



«! P\ r\ d\ 

^9 A» /, ^ sind hierbei Zahlen ans 
der Reihe 0, 1, 2... und a-f-^+r+J 
muB = 10 sein. Das Gliied a^b^c^d 
bekommt den Koi^ffiza^eualjen 

10' 

= 12600, 



3!4!211! 



ab^c^d^ erkait 



10! 



= 16800 



1!3!3!3! 

nnd b^d^ ist mit dem Faktor 

10' 

^T-z^ = 252 versehen. Siehe 
5!5! 

Frage 45. 



{a + b — cyi 



Auflosong. Man entwiekelt nach 
Frage 37 (fl + ft + ri)» nnd setzt 
dann noch Ci = — C; dies gibt 

(fl + 6 — C)* = fl* + ** + r» + 2ab — 2ac—2bc, 



Anfgabe 117. Entwiekle 
(2r— 45 — 5/)*! 



Anflosung. Wir en^twickebi 
(fl + 6 -|- cy nnd setzen dann noch 
q = 2r, ^= — 45 nnd t=—bt; 
dies liefert 



(2/- — 45 — bty = 4r* + 165.« + 26^* — 16r5 — 2011*+ ^st 



Anl|;abe 118. Ebenso (a— * + £:)». 



Auflosung. Nach Frage 38 ist 
(fl + 6i+0'^ = fl' + *i' + r» + 3fl*Ai 
+ 3fl*rH- 3fl*i» + 36i»r+ 3flr^ 
+ 3biC^ + 6abiC. 

Setzen wir nnn bi= — ft, so folgt: 

(fl — ft + f )» = fl 8 — ft« -f r» — 3a* ft 

4- 3fl*^+ 3aft* + 3ft>r+ 3ac^ 

— 3bc^ — 6abc 



QelOBte Anfgaben ttber den polynomiscfhen Lehrsatz. 69 

Anfgabe 119. Ebenso 

(V 8 AufKsaiig. Setzen wir in der 

Lr —-S — ^t I Entwicklung von (fl + * + c)^ ein : 

235/' ^ u 2 ^ 3. 

hatten wir: 

\2 3* 5/^8 27 125 2 20 "*" 3 5 

27rt^ ISst^ Grst 
^50 25 "•" 5 ' 



Anfgabe 120. Ebenso 

(x + 2y — 3z)\ Auflosimg. Nach Frage 39 ist: 

(a -h * + f)* = ^a^ + 4^a»6 + 62a^b^ + 12^a«*r 

Oder 
= a* + ** + r* 

+ 12{fl**r+ «**^+ fl*^*^} 

Setzt man hier a = x; b=^2y und 
^= — 3>2r, SO erhalt man: 

(x-^2y — 32)* = JC* + 16j^* + 812* + 8jc3j; — 12^^8 2 + 32xj;8 — 96j/»2 

— 108jc2« — 216 J' 2» + 24jc2j;^ _^ 54jc222 + 216j^2 22 

— 12x^yz — lUxy^z + 216xyz\ 



Aufgabe 121. Ebenso 

a-^x + 2y)^ Auflosung. Nach Frage 39 ist: 

(fl + 6 + r)5 = ^a^ + 5-^a** + lO^a^b^ + 20^a^bc + SO^a^b^c, 

oder ausfiihrlich: 

= a^ + *5 ^ ^5 + 5 {fl** + a^c+ ab^ + **r + ar* + *r*} 



70 Der polynomische Lehrsatz. 

fiir fl = l, b=^x und c=2y folgt: 

(l+x + 2yy = l-{- Jc5 + 32;^^ + 5jc + 10;^ + 5jc* + IQx^y + SOj^* + 80x;^* 

10^:2 -f 40^2 + 10jc3 + 40jc»j^2 _^ gOj^^ + SOjc^j;^ + 40xj 
40jc»;; + 160a:;;3 _^ gQJC^;; + 12Qxy^ + 120jc«j^=*. 



Aufgabe 122. Entwickle 

(1 + 2jc + 3jc* + 4jc^ + 5jc*)* Auflosung. Wir setzen in Auf- 

gabe 106 flo = 1, fli = 2, (h =3, 
fls = 4 und ^4 = 5 ; alle iibrigen d 
= 0; dann folgt: 

(1 + 2;: + 3x« + 4^3 + 5jc*)'^ = 1 -f 4x + (6 + 4)Jf^ + (8 + 12)x^ 

+ (10 + 16 + 9)JC* + (20 + 24)JC^ 
+ (30 + 16)JC« + 40JC7 + 25JI' 

= 1 + 4JC + IQx^ + 20a;8 + 35JC* 
+ 4Ax^ + A6x^ + 4UJC7 + 25jc«. 



Aufgabe 123. Entwickle 

Q jc + JC* jc^ 4- a:^)^. Auf losung. In Aufgabe 107 haben 

wir zu setzen: Aq = 1, (i\= — 1; 
^2 = + 1; ^3 = — 1 und ^4 = + 1; 
alle folgenden fl = 0; dies gibt: 

{l — x-\-x^ — x^ + x^Y = 1 — 3jc + 6jc2 — 10jc» + 15^:^ — ISjc^ + 19jc« — ISjc' 

+ 15JC« — IOa:^ + 6x^0 — 3JC11 ^ j^i2 



Aufgabe 124. Entwickle 

(-1 1 1 \4 ^uiiusung. c^eize in iiuigan 

2 '3 4 / «o = l, fli =o» ^2=o, ^4=7 



Auflosung. Setze in Aufgabe 108 
folgenden fl = 0; dann folgt: 



(l + |* + !*' + 1**)* = 1 + 2* + ^J^' + \x' + ^JC« + ^\x^^ 



48 ' 12 



Aufgabe 125. Entwickle 

/o 5jc — 7;c* -4- jc" + 3**)* Auflosung. Setze in Aufgabe 109 

ao==2; ai= — 5, fl« = — 7; 08=+!, 
fl4 = + 3; dies gibt: 

(2 — bx — 7jc« + jC + 3jc^)« = 32 — 400JC -(- 1440jc* + 680a: — 11 390Jt' 

+ 1955 JfS + 47025JC" -}- 5425*' 

— 111845^^ — 71145*" + 103073*>« 

4- 119495*1' — 36185*'* — 86055 *»' 

— 8165*" + 31 441 *>5 + 9465*1* 

— 5715*" - 2565*1"* + 405*i» + 243*'". 
Nach Heis. 



Ungeloste Aufgaben. 
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5. Ungeloste Aufgaben. 



Aufgabe 126. Wieviel Glieder 
hat die Entwicklung von (a—b-i-cy^l 

Aufgabe 137. Ebenso diejenige 

von ir — s + t+uy^1 

Aafgabe 128. Ebenso diejenige 

/I , 3 5,7 2 \,. 

von I —X A — V 2 A- -u — -vv^ 

Aufgabe 129. Ebenso diejenige 
von (3-4JC + 5j/*-62r3 + 7«^-8i'^)'^^ 

Aufgabe 130. Berechne den Zahlen- 
koeffizient von a^ b"^ c^ in der Ent- 
wicklung von {a -{- b -\- cy^. 

Aufgabe 131. Ebenso von b^ c^ d^ 
in (a + b + c+d)\ 

Aufgabe 132. Entwickle {a-b-cy. 

Aufgabe 133. Ebenso 

(V2«— 4v+2wr^ 

Aufgabe 133 a. Ebenso 
{2ia — 3fb -{- bYc)\ 

Aufgabe 134. Ebenso {a-b-cy. 

Aufgabe 135. Ebenso 

V4 9 27 V" 

Aufgabe 136. Ebenso 
(3« — 2i'-i-5i»')\ 

Aafgabe 137. Ebenso 

(^5 ^- f6 + fiy. 



Aafgabe 138. Ebenso 

/ 4 4 4 4 \ 

[y^ + Y^ d-\- j/cd^ + |/rf^ j « 

Aafgabe 139. Ebenso 

V2 3 "*" 4/ 

Aafgabe 140. Ebenso 

(a + b-{-c + d + e+/y. 

Aafgabe 141. Ebenso 
(a -\- b + c + d -\- e)\ 

Aufgabe 142. Ebenso 

(a 4- 6 + ^+ d)''. 

Aufgabe 143. Ebenso (fl+*+0*. 
Aufgabe 144. Ebenso 

(i + /2+/y2K 

Aafgabe 145. Ebenso 

3 4 ' 5 6 /• 

Aufgabe 146. Ebenso 

(2 + 3jc + 4^2 _|_ 5jc8)3^ 

Aufgabe 147. Ebenso 

il — X + X^ + X^'-X^ + x^\ 

Aufgabe 148. Ebenso 

0+2*+l*"^+H+H'- 

Aufgabe 149. Ebenso 

(4 + Sjc + 2jc* + x^)\ 



(l — ^x + ijc^ — vje» + pjc* 



111. Arithmetische Keihen iiofierer €r4nuiig. 



I. AritlHnetische Reihen erster Ordirang. 



Frage 55. Was ist unter einer 
Reihe oder Progression von 
Zahlen za verstehenf 



Ajitwort. Eine Reihe wird von 
Zahlen gebildet, welche nach 
einem bestimmten Gesetz auf 
einander folgen. Die Zahlen heiBen 
die Glieder der Reihe und die 
Zahl, welche die Stellung eines 
Gliedes in der Reihe angibt, heUJt 
der Stellenzeiger oder der In- 
dex des Gliedes. Eine Reihe heiBt 
steigend, wenn die Glieder fort- 
wahrend an GroBe zunehmen; im 
andern Fall, wenn die Glieder ab- 
nehmen, heiBt die Reihe eine 
f allende. 



Frage 66. Nach welchen Gesetzen 
sind die Reihen 



1) 1, 3, 5, 7, 9... 




2) 1, 4, 16, -64, 256... 




3) 1, 5, 21, 85, 341... 




4) 15, 7, 1, 9, 17.. 


• 


5) 9, 4V2, 2V4, r/s, 7i«, 


V. 


gebildett 
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Antwort. Wenn wir die Glieder 
einer Reihe mit Ji, J/*, J^», J/4, J'si 
. . . J/i bezeiehnen, so daB y^ das 
erste Glied, J^^ das zweite, allgemein 
yn das n-i Glied vorstellt, so ist in 
der ersten Reihe Ji =1, y^ = »:i, 
ys = 5> yi = 7 usw. Wir erkennen 
das Gesetz, daB jedes Glied iim 2 
groBer ist als das unniittelbar vor- 
ausgehende. In der zweiten Reihe 
haben wir zii setzen yi = 4, J2 = 16, 
j« = 64, j/4 = 256 ; das Bildungsge- 
setz lautet hier: jedes Glied ist das 
Vierfache des voraiisgehenden. Die 
dritte Reihe liefert Ji = 1^ y^ = 5, 
ys = 21, yi = 85; hier ist y^ =4j/, + 1; 
Js = 4J., + 1; y, = ^y^ + i usw. 
Das zugehorige Gesetz heiBt dem- 
nach: man erhalt aus einem Glied 
das folgende, indem man zum 
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Aufgabe 150. Suche das Bildungs- 
gesetz der Reihen 

I. 1, 4, 9, 16, 64 . . . 
II 1 -J 1— 1- 

HI. 8, 7, 5, 2 . . . 

IV. a\ —a*b, a^b\ —a'^b\... 



^,18 27 64 



■3» 



4» • 



iind fiige noch weitere Glieder hinzu. 



Frage 57. Welclie Reihen heiBen 
arithmetische Reihen I. Ord- 
nung? 

Erkl. 32. Der Leser fiadet eine aus- 
fiihrliche Behandlung der arithmetischen 
Reihen L O. in Kleyer, Lehrbuch der 
arithmetischen imd geoinetrischen Progres- 

sionen. 

Hier werden diese Keihen nor in dem 
Umfang wiederholt, wie es der Zusammen- 
hang mit den folgenden Keihen notwendig 
macht; alles tTbrige moge der Leser in dem 
genannten Werk nachlesen. 



Frage 58. Welche Bedingungen 
miissen die Zahlen J^i, J^a, Js, J4 usw. 
erfiillen, wenn sie die Glieder einer 
arithmetischen Reihe I. Ordnung 
sein soUent 

Erkl. 33. Das Zeichen A stellt also 
eine Zahl vor; nehmen wir z. B. die Reihe 
y^ = 5, yi = 9, ys = 13 usw., so ist 
Aj' = 9--5=13 — 9 = 4. 

Pur die Reihe 1, 10, 19, 28 ... ist A = 9, 
denn 10 — 1 = 19 — 10 = 28 — 19 = 9. 



Vierfachen des genannten Gliedes 
noch 1 addiert. Die Gesetze der 
heiden fallenden Reihen IV und V 
wird der Leser selbst leicht flnden. 



Auf losung. Dem Leser iiberlassen. 



Antwort. Eine arithmetische 
Reihe I. Ordnung ist eine ge- 
ordnete Folge von Zahlen, in 
welcher jede Zahl vermindert 
um die vorhergehende, die 
gleiche Differenz ergibt. So 
ist 4, 9, 14, 19, 24 eine arithmetische 
Reihe I. Ordnung mit der Differenz 
5. Ihr Anfangsglied ist 4, ihr End- 
glied 24 und die Anzahl der Glieder 
= 5. Ebenso ist 12, 10, 8, 6, 4, 2 
eine aus 6 Gliedern bestehende 
arithmetische Reihe, in welcher 
10 — 12 = — 2, 8 — 10 = — 2 usw., 
die konstante Differenz betragt also 
hier — 2. 



Antwort. Es muB 

j2 —yi ^yn —yt =yA —ys 

u. s. w. sein. Diese konstante 
Differenz zwischen einem Glied 
und dem ihm unmittelbar voran- 
gehenden soil mit Ay berechnet 
werden. Dann ist also: 

y2 — ji = A;', yn —y, = Ay. 
y^ —ys = Ay usw. 
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Wir konnen dies in folgender Art 
znsammenstelleii : 



Hanptreihe Differenzenreihe 1 


Ji 

y- 

y% 

yv 


y-t -ji — :.y 
ys y^. — .\y 
y* ys — . J 





Frage 59. Von einer arithnieti- 
schen Reihe I. Ordnung sei Ji das 
Anfangsglied und ^y sei die 
konstante Differenz. Welehe 
Werte miissen dann die folgenden 
Glieder Jj, ys ... usw. haben und 
wie groB muB das /i= Glied yn sein? 



Aufgabe 161. Wie heiBt das 
20?? GHed der Reihe mit dem An- 
fangsglied Ji = 2 und der konstanten 
Differenz J. J = — 0,2? 



Frage 60. Welehen Ausdruek er- 
hiilt man fiir das n^ Glied yn nach 
dem Ordnen naeli Potenzen von ft 
und welehe Folgerung gestattet 
derselbe? 



Aiitwort. Aus dem Vorigen folgt 
direkt : 



y* 


—yi 


-i— 


y 












J's 


~yi 


— 


• 

y 


—yi 


• 


2. 


\y 




y* 


—y^ 


-^ 


• 


-yi 


-U 


3. 


\y 




Js 


—y* 


1 


:^y 


—yi 


* 
1 


4 


\y 


usw. 



Hienaeh ist es moglich, das /7= Glied 
der Reihe sofort anzusehreiben: 

Un = Ui-r M* — 1) J. //• . . -*-^ 15. 

Z. B.: 

Jio=Ji -ao-l)^y=yi+9:^y 

y-.i =yi —(bi — D^y = j, + 56^:/ 



Auflosiing. Aus y\ = 2 uud 
:.;' = — 0,2 folgt: 

J.M =yi — 19 ;. J = 2 ^ 19 (- 0,2) 

= — 1,8. 



Antwort. Obige Formel liefert 
uns: yn = ^y>n-^{y^— ^y\ 

Setzen wir 
^ »/ = « und #/i — ^!f = b, 

so folgt: 

#/„ = nn — 5. . . . ^§ 16. 
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Piir die Reihe 4, 7, 10, 13 usw. 
ist yx = 4, i\y = 3, also a = 3 und 
6 = + 1; dies gibt fiir diese Reilie: 

J« = 3/2 + 1. 
Pur n = b liefert sie A = 3 . 5 + 1 = 16 



»> 



>j 



n = 



n 



= 7 
11 



Aufgabe 152. ^ Von einer arith- 
metischen Reihe I. Ordnung sind 
die Glieder yu und yv mit den 
Stellenzenzeigern u und v bekannt. 
Die Reihe zu flnden. 



Aufgabe 153. Von einer arith- 
metischen Reihe I. Ordnung sei 
das fiinfte Glied = 10 und das 
neunte Glied =22; wie heiBt die 
Reihe? 



»> 



» 



» 



» 



;^« = 3 . 7 + 1 = 22 

j/ji — 3 . 11 + 1 = 34 usw. 

Die beiden GroBen a und b spiel en 
hienach bei der Berechnung der 
Glieder der Reihe die Rolle von 
zwei konstanten Zahlen. 

Wir konnen nun die Sache um- 
drehen und die Frage aufwerfen, 
wie sich die Werte von a und b 
aus zwei Gliedern der Reihe be- 
stimmen lassen. Zur Berechnung 
von zwei unbekannten GroBen ge- 
niigen bekanntlich zwei Gleichungen, 
daher lassen sich a und b aus zwei 
Gliedern der Reihe flnden; daraus 
folgt der Satz: Die arithmeti- 
sche Reihe ist durch zwei 
Glieder bestimmt. 



Auflosung. Aus der obigen 
Gleichung j/« = fl/x + A leiten wir 
fiir /? = ^ und n = v die beiden 
Gleichungen ab: 

ua + b^yu 
va-{-b=yy 

und erhalten daraus: 



V 



■^" und * = •^« •' 



u 



U V — u 

Dann wird mit n = l: yY=a.l-\- b 

n = 2\ yi = a.2-\rb 
usw. 



» 



Auflosung. Wir nehmen u = 5, 
ys = 10; v = 9 und y^ = 22; daraus 

4^ w ^ 22-10 ^ 
folgt: a= ^--^- = 3 



. 10 . 9 — 22 . 5 
* = -9-5-- = 



5 und 



yn = Sn — b. 
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Somit ist J^i = 3 — 5 = — 2 

^2=3.2 — 5 = + l usw. 



Frage 61. Welche Folgerungen 
laBt sich au8 diesen Betrachtangen 
ableitenf 

Erkl. 84. In der analytischen 
Geometrie ist das geoxnetrisohe Bild 
der Gleichung y =^ ax -{- b eine g e r a d e 
Linie ; der Abszisse x entspricht die Ordinate^ 
und beide Coordinaten x und y bestimmen 
einen bestimmten Punkt P der Geraden. — 
Nimmt man aof der Abszissenachse die 
Werte JC ^^ 1, 2, 3 usw., so geben diese die 
zugehdrigen Ordinaten yi, yt, ys usw., und 
beides zusaromen auf der Geraden die Punkt- 
reihe P\, Ps, Ps . . . Diese in gleichen 
Abstftnden folgenden Punkte der 
Geraden bilden die geometrische 
Darstellung der ari thmetis chen 
Reihe I. Ordnung. 



Frage 62. Wie erhalt man einen 
Ausdruck f iir die Sum me der n 
ersten Glieder einer arithme- 
tischen Reihe I. Ordnung, 
also fiir: 

s = yi +y2 -^yH + +yn-H 

+yn-,-\-yn-x +ynt 



Ajitwort. Aus der Gleichung 
y„ = an-\- b erhalten wir die Glieder 
der arithmetischen Reihe, indem 
wir fiir n der Reihe nach ganze 
Zahlen 1, 2, 3, usw. einsetzen. 
Wahlen wir statt dieser Bezeichnung 
die gewohhliche, indem wir J^n durch 
y und n durch x ersetzen, wodurch 
wir y = ax -}- b erhalten, so haben 
wir den Satz: Setzen wir in 
einer Funktion ersten Grades 
ax -{- b fiir x der Reihe nach 
die Werte 1, 2, 3... ein, so 
bilden die hiedurch erhaltenen 
Werte J'l, J'a, J's usw. eine arith- 
metische Reihe I. Ordnung. 



Antwort. Es ist j'g =J'i + Ay, 

ys =y2 + ^l\y, y^ =yi + 3 i\y usw. 

Gerade so diirf en wir auch schreiben: 

yn-x=yn — \y, yn-2='yn — 2!\y. 

yn—fi =yn — 3 A J' usw. Hieniit wird: 



s=--yxMyi+Ly)Myi+'il\y)+"Myn-2Ay)Myn-l\y)+yn 
xxnAs^-ynMyn -Ay) -^iyn- 2i\y) ^ \-<yA2Ay)+{yi-\- l\y)-\'y i 

Durch Addition folgt: 2s --= (j'l +;;„) Hyx 4-J'/i)+(.yi +yn) ] hCVi +yn)^-(yx +yn)-\'{yi +yn) 



Erkl. 35. Soil die Keihe 

2, 1,8, 1,6, 1,4...— 1,6, —1,8 

summiert werden, so ist ^i = 2, ^/i = — 1.8 
und /I = 20; daher: 

5=2 -f- 1,8 -f 1,6 + ... -h (-l,4)-f-(-l,6)-K-l,8) 

5r:::(-l,8)-h(-l,6)4-(-l,4)-|- . . . -|- 1.6 -f 1,8 + 2_ 

25= 0,2 -h 0,2 +" 0,2 -h..,-r 0,2 + 0,2 '+ 0,2 
2s = 0,2 . 20 und daher s = 2. 



oder 2s = 0, +J^/i)./i, daher ist: 



H = 



(Vi + !/n) n 



'^''^^.n...m7 



Daraus folgt der Satz: Die 
Summe von einer Anzahl auf 
einander folgenden Glieder 
einer arithmetischen Reihe 
I. Ordnung ist gleich dem 
arithmetischen Mittel aus dem 
Anfangsglied und demSchluB- 
glied, multipliziert mit der 
Anzahl der Glieder. 
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Fr^gtt 63. In welche aodeire 
Fomo^ V^t &ich dsr Aufidruck fur 
die voirige Summe briogenl 



Antwort. Da yn=yi+ (n-l)/\y 
ist, so liefert dieser Wert in s ein- 
gesetzt: 

Oder 5 = /ryi+ ^ \ Ay 

^ , n(n> — 1) //x\. , , 
Da aber = I — Hst, kaim 

auch gesetzt warden: 

Weiter konnen wir auch schreiben: 

fiir « = V2A» und /^ = yi— VsAV 
geht dieser Ausdruck iiber in 

s = un^ + fin ....J\S 19. 

Die erstc Formel liefert den Wert 
von 5 aus den 3 GroBen yu Ay 
und n. Wahlen wir wieder das 
Beispiel 2, 1,8 ... — 1,6, — 1,8 mit 
J'i=2, A J' = — 0,2 iind /z = 20, 
so gibt die erste Formel: 



-{ 



4 4-19(— 



0,2)}f = 2. 



Femer wild « == — 0^1 und 
/? = 2 + 0,1 = 2;l und /t=20; da- 
her : ^ = — 0,1 . n* + 2,1 /*• 

= — 40 + 42 = 2. 

Fiir /I = 30 wiirde als Summe 
S30 der ersten 30 Glieder obiger 
Beihe folgen: 

s = — 0,1.30^ + 2,1.30 = — 90 + 63 = — 27 usw. 

Wir leiten daraus ab den 8atz: 
Die Summe 3 der n ersten 
Glieder einer arithmetischen 
Reihe L Ordnung ist eine 
Funktion zweiten Grades der 
Anzahl n der Glieder. Die in 
dieser Funktion an^-\-jSn auf treten- 
den konstanten GroBen « und fi 
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lassen sicli durch zwei Werte von 
5 samt den zugehorigen Stellen- 
zahlen bestimmen, wodurch dann 
die ganze Beihe bekannt ist. 



Aufgabe 164. Von einer arith- 
metischen Reihe I. Ordnung sei die 
Summe S5 der fiinf ersten Glieder 
= 50, die Summe 5^ = der acht 
ersten Glieder = 116. Wie heiBt 
die Reihe? 



Auflosung. Aus s — un- -^ fin er- 
halten wir fiir n = b: 

25« + 5/^ = 50 

iind fiir n = %: 

64« + 8/^ = 160. 



Daraus f olgt : « = « ^^^ >^ ^^^ 
Somit ist: 
Si=«.P + /y. 1 = 1 + 1 = 4 

52=a.22+/^.2 = 6 + 5= 11 

5, = «.3« + /^.3 = Y + y = 21 



5 

2 



Ji=Si=4; 

j;^ = Sg — s, = 4 — 11 = 7 

J/3 = Sh — S2 = 21 — 11 = 10 U8W- 

Die Reihe lautet hienach: 4, 7, lO . . 



Frage 64. Welche GroBen kommen 
nach diesen Betrachtungen bei einer 
arithmetischen Reihe I. Ordnung 
hauptsachlich in Betraeht? 



Autwort. Es handelt sich in 
erster Linie um die 5 Groflen y^, 
[>^y^ yn, ^ und 5. Sind von ihnen 
3 bekannt, so konnen die bei den 
fehlenden berechnet werden. Da 

aus 5 GroBen drei auf (o) = lO 

verschiedene Arten ausgewahlt 
werden konnen und von den beiden 
fehlenden GroBen die eine oder die 
andere gesucht werden kann, so 
entstehen 20 verscliiedene Aufgaben, 
deren Losung der Leser in dem 
oben genannten Werk der Enzy- 
klopadie findet. Siehe Erkl. 32. 
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2. Arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 



iTfSLge 66. Was ist unter einer 
nrithmetischen Reihe zweiter 
Ordnung zu verstehen? 



Antwort. Wir gehen aus von 
den Quadratzahlen : 1, 4, 9, 16, 25 
usw. und bilden zunachst die 
Differenzen zwischen je einer Zahl 
und der vorangehenden, also4 — 1=3, 
9-4 = 5, 16 — 9 = 7, 25-16 = 9 
u. s. f. Die erhaltenen Zahlen 3, 
5, 7, 9 bilden eine neue Reihe; da 
diese Zahlen nicht gleich' sind, ist 

die gegebene Reihe 1, 4, 9 

keine arithmetische Reihe I. Ord- 
nung. Nun bilden wir von der 
Differenzenreihe 3, 5, 7, 9 wieder 
die Differenzen nach dem gleichen 
Verfahren: 

5 — a=2, 7 — 5 = 2, 9 — 2=7 

usw. Auf diese Weise folgt die 
zweite Differenzenreihe 2, 2, 
2, 2 usw., deren Glieder iiber- 
einstimmen; deshalb sagt 
man, daB die gegebene Reihe 
1,4, 9, 16... eine arithmetische 
Reihe II. Ordnung darstelle. 
Tabellarisch zusammengestellt, er- 
halten wir: 



Hauptreihe 


I. Differenzenreihe 


II. Differenzenreihe 


16^ 

25 ^ 


4 — 1 — 3^ 

9 — 4 5^ 

16 — 9 = 7:^ 

25 — 16 — 9^ 


5 — 3 — 2 
7 5 — 2 
9 — 7 — 2 



Frage 66. Warum ist die Reihe 
5, 7, i4, 26, 43 usw. eine arithme- 
tische II. Ordnung? 



Antwort. Aus der Hauptreihe 
5, 7, 14, 26, 43 folgt als 

I. Differenzenreihe: 

7 — 5 = 2; 14 — 7 = 7; 
26 — 14 = 12; 43 — 26 = 17. 

Aus 2, 7, 12, 17 folgt als 

II. Differenzenreihe: 

7 — 2 = 5; 12 — 7 = 5,17 — 12 = 5. 

Da ihre Glieder alle = 5 sind, 
ist die Hauptreihe von der II. Ord- 
nunp. 
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Frage 67. Wie ist hienach em^ 
arithmetische Reihe II. Ordnung 
zu deflnieren und wie laSt sich 
eine solche allgemein darBteUen? 



Brhl. 86* Hier bedenten Aj^i, A^«, Ay* 
uffir* eioft Beihe von Za^oai ebensQ sind 
A!Ki» A!y„ AVs • • die Zeicben fiir oiiye 
weitere Beihe von Zahlen. Diese Art der 
B^zdichnung mufite hier eingeMhst wenden, 
well sie in der Differenzialberechnang 
aUgemein ublioh iBt. Siahe Eleyer-HuM, 
Diffareniaalrechnmig I» H^ m. 



Antwort. Bildet man ans einer 
gegebenen Reihe von Sahtonv der 
Hauptreihe, ei^ae ]iea«, indem 
man immer vo& eitneln Slie4s dae 
vorangehende subtrahiert, so erhalt 
man die erste Differenzenreihe 
der Hauptreihe; wird aus der ersten 
Differenzenreihe in gleicher Weise 
wieder eine neue Differenzenreihe 
— die zweite — gebildet, so 
heist die Hauptreihe II. Ord- 
nung, wenn die zweite 
Differenzenreihe eine kon- 
stante ist. 

Sind yu yi, yjty yi'" die Glieder 
der Hauptreihe, so bilden wir 
aus ihnen zuerst die Differenzen: 

Ayi^y^—yi; Ay^^ys—yt; 
Ays =yi —ys usw. 

Die erste Differenzenreihe 
heiBt jetzt: 

Ayu Ayt, Ay^, Aj^i... 

Weiter bilden wir nun aus der 
letzten Reihe die zweiten Diffe- 
renzen: 

A^yi^Ay^-AyuAyt^Ay^-Ayt 
A!f8 = Aj^4 — Aj's, 

so dafi jetzt die zweite Diffe- 
renzenreihe lautet: 

A!yi, A!K2, A!F8, A!j^4.... 

Da die Hauptreihe von der zweiten 
Ordnung sein soil, so muS 

A!Vi = A!V2 = A!j^8 = A!V4 . . . 

sein. Tabellarisch zusammengesetzt 
erhaiten wir: 



W ~ 1 " 

Hauptreihe 


I. Differenzenreihe 


n. Dif f erensenreihe 


yx 

yt 

'. y* 

y*. 

' y^ 

m 


y* yx = Aj'i 
y» y* = Ayt 
y* ys - Ays 
A —yi = A A 


A J'* Ayi - A*yi 
Ays Ay* - A'y* 
A A Ays-A*y» 










A/ 






Heft 1506 



Preis 

des Heftes 

25 Pfg. 



Der binoinische und 
polynoinische Lehrsatz. 





VoUstandig gelOste 

Huf gaben -Sammlung 
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mit 
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viele Holzschnitte ft lithograph. TafelOt 

tus tUen Zweigen 

dor Redmlnnist^ der nfederca (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen und spliftrischen 
Tngonometrie, synthetischen Oeometrie etc.) u. hAherao Maifaemttik (hdhere Analysis, 
Differential- u. Int^al-Rechnung. analytische Oeometrie der Ebene u. des Raumes etc.) ; — 
aus alien Zweigen der Physik, Mecnanlk, OraplKKStatik, Clienile» Oeodl8le» Nautik, mathemai 
Qcographie, Astronomie; des Maschlnen-, 'Strassen-, Eisenbahn-, Waner-, Brficken- u. Hoch- 
bau%; der Konstruktlonslehren als: daratdl. Oeometrie, Polai^ vl Parallel-PerBpective^ 

Schattenkonstmktionen etc. et& 

fflr 

Schuler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militars etc 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Qtudlum, zur Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dis Adolph Kleyep, 

Mt&ematUKr, T wd l ktei hMgl. premsiacher Feldmesser, vereideter gronh. Inwliriiu Ocometer I. Klasie 

in Frankftirt a. M. 
Mitwlrkung der bewahrtesten Krftfte. 




Der binomische und polynomische Lehrsatz, die arithmetischen 
Reihen hitherer Ordnung und die unendlichen Relhen. 

Zum Selbststfldium und dem Oebrauch an Lehranstalten. 
Nach System Kleyer bearbeit^ von Prof. Dr. A. Haas. ^— ^ 

Heft 6 

Bremerhaven. 

Verlag von L v. Vangerow. 



Das voUstttndige Inhaltsyerzeiehnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 

doreh jede Bnchhandlnng bezogeu nerden. 



Das Lehrbueli fiber den biiiomisehen und polynomiscben Lelirsatjs isi 
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Frage 68. Welche Fol^eriingen 
lassen sich au8 der obigen Defini- 
tion Ziehen? 



Aufgabe 155. Wie heiBt die 
Reihe II. Ordnung, von welcher 
3, 8, 16 drei auf einander folgende 
Glieder der Hauptreihe sind? 



Antwort. Wir erhalten die Satze: 
Eine Reihe II. Ordnung ist 
bestimmt 1) durch drei auf 
einanderf olgende Glieder der 
Hauptreihe oder 2) durch das 
erste Glied ,der Hauptreihe 
und den Anfangsgliedern der 
ersten und zweiten Differen- 
zenreihen. Aus J^s, J'^ und J^s er- 
halten wir z. B. A.y? und A J'i, und 
aus diesen A^J's = A^J'2 = A^.Vi usw. 
Diese Werte ermoglichen aber die 
Berechnung aller anderen Glieder. 

Sind dagegen y^ Aj'i und A^Fi 
gegeben, so hat man wegen A^A 
==A';'2 = A'j's usw. auch {\y^, 
ts.y^t t\y\\ diese Werte ergeben 
dann J'g, J's, y\. der Hauptreihe. 

Weiter erkennt man die Richtig- 
keit des Satzes: Eine solche 
Reihe II. Ordnung kann so- 
wohl nach unten wie nach 
oben beliebig weit fortgesetzt 
werden. Dies soil nun an einigen 
Beispielen erlautert werden. 



Auflosung. Wir setzen y^ = 3, 
^2 = Sy y3 = 16 und bilden : 

A.Vi=;'2— ;'i = 8 — 3 = 5 

Ayi =ys —yt = i6 — 8 = 8. 

A!Fl = A.F2 — z^;^l =8-5 = 3. 

Da die Reihe II. Ordnung sein soil, 
so miissen alle A!V = 3 sein, daher 

ist A!V2 = A!F3 = A!F4 = - - = 3. 

L\ys = Ay2 + A!va = 8 + 3 = 11 

A J' 1 = A ^'s + A !F3 = 1 1 + 3 = 1 4 
A.y5 = Aj'4 + A!y4 = i4 + 3 = i7 

;^4=J'3 + A.F3 = 16 + ll = 27 

ys =yA + Ay^ = 27 -f i4 = 4i 
ye =j'5 + A;^5 =41 + 17 = 58 

Die gesuchte Reihe lautet hienach: 
3, 8, 16, 27, 41, 58 ... . 



Haas, Der binomische Lehrsats. 



6 
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Aufgabe 156. Es soil die vorige 
Reihe nach oben fortgesetzt werden. 



Auflosung. Unsere z w e i t e 
Diflferenzenreihe heiBt 3, 3, 3... 
und die erste 5, 8, 11, 14,17...; 
diese ist eine arithmetische Eeihe 
I. Ordnung mit der konstanten 
DiflPerenz 3; somit heiBt ihre Fort- 
setzung nach oben 5, 2, — 1, —4, 
— 7 usw. Da nun diese erste 
Differenzenreihe aus der Haiipt- 
reihe dadurch entsteht, daB man 
in dieser von einem Glied yn das 
vorhergehende yn—i abzieht, erhalt 
man letzteres indem man vom ersten 
Glied die zugehorige Differenz ab- 
zieht, denn aus yn — yn—i = Aj^-i 
tolgi yn-i =yn — Ayn-i; z. B.: 

yB=yi — Ays = 27 — ii = i6 
j'2=;'3 — A;'2 = i6— 8 = 8 

yi=y2 — Ayi= 8 — 5 = 3. 

Setzen wir in dieser Weise das 
Verfahren fort, so folgt: 

;'o=;'i — AJo = 3 — 2 = 1 

j'-i =;'o - A;'-! = 1 — (- 1) = 2 
y-2 =y-i — Ay-2 = 2 — (— 4)=6 
y-s =y-2 — Ay-s = 6 — (— 7) = 13 usw. 

ZusammengefaBt haben wir nun: 



n 



Hauptreihe 

y 



I. Differenzenreihe 

A;' 



n. Differenzenreihe 

/S.'y 



— 3 

— 2 

— 1 
. 



■ .y-3 
.■y-i 

■ ■y-i 

..J'o 



13 
6 
2 
1 



1 
2 
3 



■ yi = 

-y^ = 
■ ys = 



TT^I 



Ay-» 
Ay-i 
\Ay-i 
' Ayo 



— 7 
—4 

* 

— 1 

+ 2 



3 

8 
16 



= + 8 



A'y~. 
A'y^ 
A'y-i 
A'yo 



= 3 
= 3 
= 3 
= 3 



Ay^ 



A'yi =3 



J 



•.LiM 



4 i . . ^'4 = 



5 
6 



• • • 5 

..ye 



27 
41 

58 



?Aj'3 = + ii... 

AJ'4 = + 14... 

A;'5 = + i7 



A'y^ 
A'y^ 
A'y* 



3 
3 
3 



Arithmetisclie Reihen zweiter Ordnung. 
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Aufe^abe 157. Wie lautet die 
Reihe II. Ordnug, deren Anfangs- 
glied — 2, deren I. Differenzenreihe 
mit 8 und deren II. Differenzenreihe 
mit 7 beginntf 



Frage 69. Wenn wir in der 
vorigen Aufgabe von einer Reihe 
II. Ordnung das Anfangsglied yx 
der Hauptreihe und die Anfangs- 
glieder Aji und A!Fi der beiden 
Differenzenreihen gegeben sind, wie 
laBt sich das allgemeine Glied yn 
daraus bereehneni n soil hiebei den 
bekannten Stellenzeiger des 
Gliedes bezeichnen. 

Erkl. 37. Es ist 

yi =y»-\- Ays =yi + Ay^ -h Ay^ + Ay^ 

U8W. also: 

yn -yn-i -f Ayn- 1 

^^'i -f (A^i -f Aj', H + Ayn-i). 



Auflosung. Wir nehmen hier: 
yi = -2, A.yi = 8 und A!Fi = 7 
und folgern zunachst, dafi auch 

A% = A% = A% usw. = 7 

sein muB. Dies liefert uns nun 
die I. Differenzenreihe A J'l = 8, 

A.V2=8 + 7 = 15,A.V8 = 15 + 7=22, 
Ayi = 22 + 7 = 29 usw. 

Daraus folgt die Hauptreihe 

y2=yi + Ayi= — 2 + s = 6; 

ys = J2 + AJ's = 6 + 15 = 21; 

yA=ys + Ays = 2i-\-22 = 43 usw. 

Die gesuchte Reihe heiBt demnach: 
— 2, 6, 21, 43, 72, 108 usw. 



Wir schreiben dies in der 
sammenf assung : 



Zu- 




und iiberlassen dem Leser die Fort 
setzung nach oben zu bilden. 



Antwort. Aus der Darstellung 
der Reihe II. Ordnung in Frage 67 
leiten wir, da A!Fi =A!F2 = A!F3 
= A!F4 usw., ab: 

Aj'2 = AJi + A!yi 
Ays = Ay, + A% = Ayi + 2A'a 
Ay^ = Ays + A% = Ayi + 3A!fi 
Ay5 = Ayi + A% = Ayi + 4A!fi 

Die Zahlen Aj'i, Aj'2, Aj's usw. 
bilden eine Reihe I. Ordnung und 
nach Forinel ^^2 15 der Frage 59 
erhalten wir allgemein: 

A.V/i-i = Ayi + (^^-2)A']!/i..^^-^20 
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Arithmetische Reihen bSherer Ordnung. 



Hiemit bekommen wir nun fiir 
die Glieder der Hauptreihe: 

y\ =y\ gegeben 

j'8 =y^ + A J', = (J'l + Aj'i) + (Aj'i + AtFi) =j'i + 2A j'l + AlVi 
;'* = J's + A J'8 = (J'l + 2 A J'l + A!j'i) + (A J'l + 2A!)'i) 

=j'i + 3A J'l + 3A!yi 
j'5 = J** + Aj'4 = (J'l + sAj'i + SA^Vi) + (Aj'i + 3A!Vi) 

= J'l + 4AJ'i + 6A!Fi 

j'6 = J'5 + Aj'i = (J'l + 4 A J'l + 6A*j'i) + (A J'l + 4 AW 

=j'i + SAj'i + 10A!)', 



yn =yn-i + Ayo-i ' 
=j'i -I- (Aj'i + Aj'i + Aj'i. + 



+ A J'/i-i). Siehe Erkl. 37. 



Bilden wir aber die iu der Klammer 
stehende Summe, so bekommen wir, 
da es sicb um die n — 1 Summanden 
handelt, nach obiger Darstellung: 



Aj'i + A J'j + • • + A J'«-i = (« - 1) A J'l + {i + 2 + 3 + • • 4- (« -2)} A*j'i 



Erkl. 38. Nach Aufgabe 2 ist die Snmme 
der nattirlichen Zahlen 

2 • 
Daher ist 

1+2 + 8+.. + («-2) = (?—^y^^^ 



1-I-2 + 3-I-4H \-n = 



Die Snmme der natiirlichen Zahlen 

1 + 2 + 3H \'n — 2 ist aber 

nach Anfgabe 2: 



(n — 1) (/I — 2) 



-C70- 



-n')- 



Somit folgt fiir das allgre- 
meine Glied: 



Vn = .Vi + (n - 1) A ?/i + C' ^ *) A^i . . -^ 21. 



Aufgabe 168. Wie heiBt in der 
Reihe II. Ordnung der Aufgabe 157 
das siebente Glied f 



Auflosung. Wir haben dort J'l 

= —2, Aj'i =8 und Ayi = 7, 
daher wird das siebente Glied: 



J'7 = J'l + (7 - 1) Aj'i + C 2 ^*-^' 



= -2 + 6.8 + f-^.7 
= — 2 + 48 + 105 = 151. 



Arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 
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Aufgabe 159. Wie heiBt in der 
Reihe II. Ordnung der Aufgabe 155 
das 10 te Glied? 



Auflosung. Dort ist y^^ = 3, 
Aji = 5, A!Vi = 3; somit wird: 

= 3 + 9. 5 + 36. 3 = 156. 



Frage 70. Wie lautet die Formel 
fiir das allgemeine Glied j/r, wenn 
der vorhin gefundene Ausdnick 
nach Potenzen von n geordnet 
\rird? 



Antwort. Wir schreiben: 



=yi + («-!) A;', + -=^— +-^ A!)', oden 
J. = I A!^! . n^- + (Aa -| A!yi)./^ + 0'i - Aji + A'Ji) 

Nehmen wir an, es seien die drei 
GroBen Ji, A Ji und A% gegeben, 
so konnen wir daraus die drei 
HilfsgroBen bilden: 



« = 2A^yi; * = Ayi-|A'yi 

und <? = yi — A!/i + A'Vi, dann 
wird j/n = ffn^ -\-bn + c. . . M 22 

Hiemit haben wir die verlangte 
zweite Formel fiir das all- 
gemeine Glied J« gefunden. 

Wenden wir dieselbe an auf das 
Beispiel der obigen Aufgabe 158 
mit J'l = — 2, Aji = 8 u. A!yi = 7, 
so wird zunachst: 



a-~,b= 



8 — — . 7 und 



c= — 2 — 8 + 7 



s 



= — 3. 



Daraus erhalten wir: 
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Arithmetische Reiheii hSherer Ordnnng. 



Pur fl = 7 folgt daher J'7=|-7* — 1.7 — 3=151, 



J) 



n 



n = 



n = 



10 „ Jio=|.102 — |. 10 — 3 = 322 



12 „ Ji2=|.12*-|.12-3 



= 471. 



Frage 71, Welche Folgerungen 
gestattet die Formel: 



Antwort* Beachten wir, daB in 
ein und derselben Beihe die drei 
GroBen fl, b, c fiir jedes Glied den 
gleichen Wert haben, so konnen 
wir jetzt die Sache umdrehen und 
versuchen die Werte der GroBen 
fl, b und c aus gegebenen Gliedem 
der Hauptreihe zu berechnen. Da- 
bei finden wir den Satz: Wenn 
wir von der Hauptreihe drei 
Glieder mit ihren Stellen- 
zahlen kennen, so lassen sicli 
die drei GroBen fl, b, c daraus 
berechnen und diese letzteren 
liefern dann die Werte von 
yu y^f yn usw., und damit die 
ganze Beihe. 



Aafgabe 160.. Von einer arith- 
metischen Beihe II. Ordnung kennt 
man die drei Glieder yu, yv und yw, 
wobei u, V, w die Stellenzeiger be- 
deuten. Die Beihe zu berechnen. 



Auflosung. Wir bilden zunachst 
auf der allgemeinen Formel 

die drei Gleichungen: 

v^a-\- vb -|-r=jv 
u'^fl-f- wb-^c=yw 

Daraus bestimmen wir die Werte 
von den drei Unbekannten 
fl, b, c. 

Sind diese 3 GroBen gefunden, 
so rechnen wir 

rait /z = l: Ji=a.l* + *.1 + ^ 
mit 71 = 2: j2=fl.2« + *.2 + r 

mit /? = 3 : Ji = fl . 3' -f * . 3 + ^ 

usw. 



Arithmetische Reihen zweiter Ordniing. 
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Aufgabe 161. Von einer arith- 
metischen Beihe II. Ordnung sei 
gegeben das fiinfte Glied = 36, 
das achte Glied = 114 und das 
dreizehnte Glied = 344. Wie 
lautet die Reihel 



Auflosung. Wenn wir die obige 
Bezeichnung auf den vorliegenden 
Fall anwenden, erhalten wir 

u= 5; Jir=j5 = 36 
i/= 8;;^.. =^8 = 144 
H' = 13; Jiir = Ji3 = 344. 

Daraus ergibt sich das System der 
drei Gleichungen: 

25fl+ 56 + r= 36 

64fl+ 86 + r= 114 

169a + 136 + c=334. 

Nach fl, b und c aufgelost, folgt: 
^ = 2' *^~"Y ^"^ ^ = 6. 



Hienach gibt 



« = 2:;'»=2-4 



-y. 1 + 6 = 2 

— ^ .2 + 6 = 3 



« = 3:;',=|.9 -y. 3 + 6 = 9 
/2 = 4: j4=2.1^~y-4 + 6=20. 



usw. 



Frage 72. Welche weitere Fol- 
gerung laBt sich aus 

ableitenf 



Erkl. 39. In der analytischen 
Geometrie liefert die Gleicliiing zweiten 
Grades y=ax* + bx + € eine Parabel 
zweiter Ordnang. 

Die Pankte der Abszissenachse mit den 
Werten Xi = 1, Jfj = 2, JCs = 3 nsw. be- 
stimznen die zngehdrigen Ordinaten yi, y%y 
ys . . . Dadnrch wird auf der Parabel 
die Pnnktreihe Pi, P„ Pa • • • gefunden, 
welche die geometrische Darstellung 
der arithmetischen Keihe 11. Ordnung 
bildet. 



Antwort. Wie in Frage 61 er- 
setzen wir n durch x und yn durch 
y und erhalten 

hier ist die rechte Seite eine 
Funktion zweiten Grades von der 
veranderlichen GroBe Jf; in letztere 
haben wir f iir x die Werte 1, 2, 3 . . . 
usw. einzusetzen, um die Zahlen 
yif Vti Js . . . u. s. f. zu erhalten. 
Wir haben also den Satz: Setzen 
wir in einer Funktion zweiten 
Grades ax"^ -\- bx-\- c fur x nach 
und nach die auf einande' 
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Wir sehen auch aus den vorausgegangenen 
Betrachtungen, daQ diese ganze Punktreihe 
bestuumt ist, wenn drei Punkten P«, Pv, 
Pw bekannt sind. 



folgenden ganzen Zahleii 
1, 2, 3, 4 . . ., so bilden die hie- 
durch erhaltenen Werte J'l, 
J2, J3 . • . eine arithmetische 
Reihe 11. Ordnung. 



Frage 73. Wie erhalt man in 
einer arithmetischen Reihe II. Ord- 
nung, von welcher das Anfangs- 
glied der Hauptreihe und die An- 
fangsglieder der ersten und zweiten 
Differenzenreihen gegeben sind, die 
Summe der n ersten Glieder 
der Hauptreihe? 



Antwort. Hier gelten als be- 
kannt die 4 GroBen Ji, Aj'i, L% 
und n; gesucht ist eine Formel, 
welche uns den Wert der Summe 

s=yi +J2 + Js H \-yn-i -^yn 

in den gegebenen vier GroBen aiis- 
driickt. 

Aus Frage 69 wissen wir, dafl: 



yi 


-yi 


y^ 


- A + A^'i 


n 


=>'i + 2Aa + A!Vi 


y* 


-yi + 3Ayi + sA% 


ys 

m 


-yi + 4.Ayi + eAyi 



yn =j'i +(«-!) Ayi + (" 2 ^^' 

ist. Durch Addition gewinnen wir 
daraus: 

5 ^ J'l + J'2 -r J's + J'i H h ;'« = « J'l 4- { 1 + 2 + 3 H h (« — 1)} A j'l 



+ {l + 3 + 



6+-+(""^^)}a''J'i. 

Nun ist nach Frage 12 

i + a + e+. + C^i)-© 

Somit folgt als Summenforuael: 
s = nyi+ Q) A y + Cs) A'l/i . . . ^223. 



Arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 
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Aufgabo 162. Wie groB ist in 
der Reihe 5, 3, 9, 23 . . . die Summe 
der 10 ersten Glieder? 



Aufgabe 163. Wie heiBt in der 
Reihe 6, 13, 24, 39 das nt Glied 
und welches ist der Ausdruck fiir 
die Summe der n ersten Glieder? 



Auf losung. Aus ji =5, y% = 3, 

^'8 = 9, ^4 = 23 folgt AJi = — 2, 

l\y2 = 6, l\y^ = 14, A Vi = 8, 
A*;'2==8 u. s. f. 

Dies ergibt fiir /x == 10: 

= 10.5 + 45(— 2) + 120.8 
= 50 — 90+960 = 920. 



Antwort. Aus J'l =6, J'g = 13 

und J's = 24 leiten wir ab Aj'i = 7 
und Aj'i = 4; daher ist nach 
Prage 69 und 73 



;'„ = 6+(«-l)7+('^ 2 ^)4 = 2rt» + fl + 3 
s = 6« + ©.7+Q4 



6 



Frage 74. Wie lautet die 
Summenf ormel fiir die n 
ersten Glieder einer Reihe 
n. Ordnung, wenn der in Frage 73 
gefundene Ausdruck nach Poten- 
zen von n geordnet wird? 



8 



Antwort. Es wird: 

s = ny,+ ^ ^ ^ Aji 

H g A^y Oder 

" "6 •'' +v 2 2 ; 

, 6jyi-3A? / i + 2A^yi ^ 



n- 
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Erkl. 40. Da s = a/i» + ^/i* + y ist, 
folg^, daB die Siimme 5 eine Fnnktion 
dritten Grades der Stellenzahl n ist, 
wahrend das zu n gehdrige Glied der Haupt- 
reihe nach Frage 70 durch eine Fonktion 
zweit^n Grades von n ausgedruckt wird. 
Diese Andeatong ist wichtig for spatere 
Betrachtnngen. 



Setzen wir nun 



u 



A 2,* 

= ^ '"l 

6 



i^ = ^'y:\yi-Xyi\ und 



-/ = J^ 



3Ayi+2A*yij, 



so folgt: 



H = « n3 _(_ ^ifii ^ y^^ Ji3 2A, 



Frage 75, Welche Folgeningen 
gestattet dieser neue Ausdrack fiir 
die Summe 5| 



Antn'ort* Wir woUen an der 
Reihe 5, 3, 9, 23 usw. der Auf- 
gabe 162 ankniipfen. Da dort 

>'i=5, AJi= — 2 und A'J'i=8 

ist, erhalten wir: 

'6 3 



a 



' 2[ 



8 



}= 



— 5. 






1 

6 



30 + 6 + 16} = ^ 



1 52^ 
/ 6 



26 
3 



Fiir genannte Beihe erhalten wir 
also nach der vorigen Pormel fiir 
die Summe: 

4 , ^ , , 26 
s = ^n» — 5n^ -\- — n. 

Wahlen wir wieder n = 10, so folgt 
die Summe Sio der 10 eraten Qlieder 

= J. 10* — 5. 10* + ^. 10 

•J o 

Oder s = 920 

in Ubereinstimmung mit dem 
friiheren Resultat. 

WoUen wir eine andere Summe 
finden, z. B. jene 5s der drei ersten 
Glieder, so nehmen wir /i = 3 und 
erhalten: 



3 



03 



5.3«4-y.3 = 17. 



Arithmetische Reihen zweiter Ordnung. 
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Infgabe 164. Von einer Beihe 
n. Ordnung sei gegeben die Summe 
Su der u ersten Glieder, die Summe 
Sf der V ersten Glieder und Sw der 
^ ersten Glieder. Wie erhalt man 
die Beihe? 



In gleicher Weise f olgt mit n = 5 
fiir die Summe 55 der fiinf ersten 
Glieder: 

55 = 1 . 5« — 5 . 52 + y . 5 = 85. 

Wir sehen, daB bei Berechnung 
der drei GroBen s^, s^ und 5^0 die 
Potenzen /^^ n'^ und n des Stellen- 
zeigers n mit denselben konstan- 
ten Koefflzienten 



a 



4 
3' 



= ;r, i^ = — 5 und y == 



26 



verkniipft gewesen sind, und dies 
auch der Fall ist bei der Berechnung 
jeder andern Summe. 

Dadurch wird die Umkehrung 
der Aufgabe ermoglicht: aus 5s, 
S5 und SiQ die Werte von «, // und 
y zu flnden, und damit die Beihe. 
Wir haben hiemit den Satz: Wenn 
wir von der Beihe 11. Ordnung 
drei Summen mit ihren 
Stellenzahlen kennen, so laBt 
sich die Beihe berechnen. 



Auflosung. Aus der allgemeinen 
Summenformel s = un^ -{- (in^ -\ryn 
bilden wir die drei Gleichungen: 

u^a^u'^fi^uy^Su 

Aus diesen bestimmen wir die Werte 
der drei Unbekannten «, /^ und y. 

Sind diese drei GroBen gefunden, 
so rechnen wir: 

mit /? = 1 .. .5i = «.!» + /tf.l^ + r.l 
mit /? = 2 .. .52 = «.2'^ + itf. 2^ + 7.2 
mit /I = 3 . . . 5, = « . 3'' + /^ . 32 + r . 3. 

Nun ist aber s^ nichts anderes 
als das erste Glied y^ der Beihe; 
ferner ist 5, = jj 4-j2> daher liefer 
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^2 — Si den Wert des II. Gliedes J'j; 
da endlich 

Sh = Ji +^2 +J8 = St +ys 
ist, so erhalten wir das dritte Glied 
Jg = 58 — 52 u. s. f . 



Aufgabe 165. In einer Beihe 
II. Ordnung ist die Summe der 
f iinf ersten Glieder = 70, der sieben 
ersten Glieder = 154 und der 
11 ersten Glieder = 462 ; wie heiBt 
die Reihel 



Aufldsung. Mit der vorigen Be- 
zeiehnung erhalten wir: 

u = 5, 5„ = 55 = 70 

I' = 7, 5v = 57 = 154 und 

H' = ll, Su^==s^i =462. 

Hiemit folgen die Gleichungen: 
125«+ 25/^^ br= 70 
343«+ 49/V+ 7r==154 
1331" -h 121/1/ + llr = 462. 

Nach «, ii und / aufgelost, be- 
kommen wir: 



6' 



2 und }' = 



1 
6 



und hiemit folgt als allgemeine 
Summenformel : 

Nehmen wir jetzt fl = 1, so folgt 

ferner 

gibt n==2: 5^=^. 2* + 2. 2' — 1^-2 = 9, ebenso 

o 



1 

6 



gibt n = 3: Ss = I . 3'' + 2 . 3- — ^- . 3 = 22 und 

o o 

/r = 4: 54=,v-4'+ 24- — i .4 = 42 u. s. f. 

o b 



Daher ist J'l s^ 2 




^2 s.,-s^- 9-2 7 




yn-Ss-s.- 22- 9-13 




j^ r^ Si - 53 - 42 - 20 = 20 


usw. 



Anmerkung: Weitere Aufgaben folgen am Schlusse dieses Abschnittes. 



Arithmetische Reihen dritter Ordnung. 
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3. Arithmetische Reihen (fritter Ordnung. 



FrsLge 76. Was ist unter einer 
arithmetischen Reihe III. Ordnung 
zu verstehen? 



Antwort. Wir woUen von der 
Reihe der Kubikzahlen ausgehen: 

13 = 1^ 2^ = 8, 3^ = 27, 4» = 64, 

5» = 125, 6^ = 216, 7» = 343, 
8« = 512, 9^ = 729, W = 1000 u. s. f . 

Nun bilden wir wieder nach der 
seitherigen Methode die ersten 
Differenzen : 8 — 1 = 7; 27 — 8 = 19; 
64 — 27 = 37; 165 — 64 = 61 nsw. 
Von dieser Reihe 7, 19, 37, 61 . . . 
bilden wir wieder die Differenzen: 
19-7 = 12; 37-19=18; 61-37=24 
usw. Da nun diese Zahlen nicht 
iibereinstimmen, ist die gegebene 
Reihe 1, 8, 27, 64 . . . keine Reihe 
II. Ordnung; wir bilden nun von 
der zweiten DifFerenzenreihe 12, 18, 
24 . . . nach dem seitherigen Ver- 
fahren abermals die Differenzen: 
18 — 12 = 6, 24 — 18 = 6 . . .; diese 
stimmen jetzt iiberein. Deshalb 
nennen wir wegen der Gleich- 
heit der dritten Differenzen 
die gegebene Reihe eine solche 
dritter Ordnung. 

In tabellarischer Zusammen- 
stellung bekommen wir: 



Hauptreihe 


I. Differenzenreihe 


11. Differenzenreihe 


111. Differenzenreihe 


1 


8 — 1 — 7 






8 




19 — 7 = 12 






27 — 8 — 19 




18 — 12 — 6 


27 




37 19 — 18 






64 — 27 — 37 




24 18 6 


64 




61 — 37 — 24 






125 64 — 61 




30 — 24 — 6 


125 




91 — 61 = 30 






216 — 125 = 91 




36 — 30 = 6 


216 


343 — 216 — 127 


127 — 91 — 36 








• •••«•• •• „ 


343 
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Frmge 77. Wamm ist die Beihe 
1, 7, 18, 30, 39, 41, eine arithme- 
tische Beihe III. Ordnang? 



Antwort. Aus der Haaptreihe 
1, 7, 18, 30, 39 . . . bilden wir die 
I. Differenzenreihe: 

7 — 1=6, 18 — 7 = 11, 
30 —18 = 12, 39 — 30 = 9 usw. 

Aus 6, 11, 12, 9 berechnen wir 
die II. DifFerenzenreihe: 

11 — 6 = 5, 12 — 11 = 1, 
9 — 11 = — 3 usw. 

Daraus tolgi fur III. Differenzen- 
reihe: 

1-5 = — 4, — 3 — 1 = — 4 usw. 

Da alle Glieder dieser Beihe — 4 
lauten, ist die Hauptreihe III. Ord- 
nung. 



Frage 78. Wie lautet hienach 
die Definition einer arithmetisehen 
Beihe III. Ordnung und welche 
allgemeine Darstellung lafit sich 
von ihr gebenT 



41. Erkl. /^%, l^'y^. /_'y., usw. >ind 
al.-o (lie Bezeichnungen fiir Zahlen 
wi*' Z-l^i und ZiJ'i usw. 



//IVi 



Antwort* Bildet man von einer 
gegebenen Beihe von Zahlen, der 
Hauptreihe, nach dem seitherigen 
Verfahren die I. Differenzen- 
reihe, aus dieser dann die 
II. Differenzenreihe und endlich 
aus dieser die III. Differenzen- 
reihe, so heiBt die Hauptreihe 
eine Beihe III. Ordnung, wenn 
die III. Differenzenreihe eine 
konstante ist. 

Sii\d J'l, J's, J^s, ^4 . . . die Glieder 
der Hauptreihe, so setzen wir 
wieder : 

^ jv =yt —yu Ly^ =y% —y^. 
.\y^ =yi—y3 usw. 

Aus der ersten Differenzen- 
reihe :^y,, j^y,, i\ys, l^y^ 
bilden wir die zweiten Differenzen: 

:jyi = :.y2-:^yuA%=Ay3-Ay2 
J.!V3 = Aj'4 — Ays usw. 

Aus der zweiten Differenzen- 
reihe /Jyu A-y^. Ays, A!Vi... be- 
rechnen wir die dritten Differenzen: 



/ •> 






3 



% = L-y^- A!>'«, 



y-i 



.' ♦». 



A-y^ usw. 
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Weil die Hauptreihe III. Ord- 
nung sein soli, so miissen die Glie- 
der der dritten Differenzen- 
reihe A!Vi, A!V2, lS^% usw. liber- 
einstimmen. 

Tabellarisch zusammengefaBt, 
folgt: 



Haapireihe 


I. Differenzenreihe 


11. Differenzenreihe 


ni. Differenzenreihe 


yi 
ys 
y, 
y^ 


yt—yx - Ayx 

>'« — A — Aj'2 

yA—y^ — A A 

y^—y* — /\yi 
y^—y^ — Ays 


Aj'2 Aj'i — A!)'! 
Aj'8 Aj'2 — A^ 
Aj'i — Aj's- A!V8 
Aj'5 — Ay* - A% 


A'J'2-A!)'i-A-!j'i 
A!>'s - A!>'2 = A% 
A!V4-A!)'8-A!>'s 









79. Frage. Welche Bestimmungs- 
stiieke sind fiir eine Reihe III. Ord- 
nung erforderlich! 



Antwort. Eine Reibe III. Ord- 
nung ist bestimmt, 1. durch vier 
aufeinander folgende Glieder 
der Hauptreihe oder 2. durch 
das erste Glied der Hauptreihe 
und den Anfangsgliedern der 
drei Differenzenreihen. Kennt 
man z. B. J's, J4, Js und Jh, so ge- 
winnen wir aus diesen Aj'sj Aji 
iind Aj'5; letztere ergeben A'J^s 
und iV%j deren Differenz A^Vs 
liefert; nun laBt sich die Ergan- 
zung sowohl naeh unten wie nach 
oben leieht ausfiihren. — Dafl an- 
drerseits Ji, Aj'i, A% und A% 
zur Herleitung der Reihe geniigen, 
ist ohne weitere Erklarung er- 
sichtlich. 



166. Aufgabe. Wie heiBt die 
Reilie III. Ordnung, von welcher 
21, 34, 54 und 83 vier aufeinander- 
folgende Glieder sindf 



Antwort. 

y-i = 34, jAj 

giebt: 



Wir nehmen Jj = 21, 
= 54 und J'4 = 83 ; dies 



y, = 34 

J2 = 54 

J3 = 83 



21 = 13; 
34 == 20; 
54 = 29 
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A% = AJ'2 - Aj'i = 20 — 13 = 7; 

A!)'« = AJ's - ISyt = 29 — 20 = 9; 

A'j'i = A ty* — A!J'i = 9 — 7 = 2 = konstant; d. h. 

A'j'i = A'A = All's = •••• = 2. Dies liefert 

A^Fs = A!)'2 + A If? = 9 + 2 == 11; 

A!J'4 = a !V8 + AlFs = 11 + 2 = 13; 

A^Fs = A!)'4 + A*J'4 = 13 + 2 = 15 usw. Daraus: 

Aj'i = AJ's + A!J'8 = 29 + U = 40; 

A;'6 = l\yA + A!)'* = 40 + 13 = 53; 

AJ'« = AJ'5 + a "-yi = 53 + 15 = 68 usw. 

Hiemit. leiten wir nun ab: 

ys=yi-\- hy, = 83 + 40 = 123; 
J'« =J'5 + AJ's = 123 + 53 = 176; 

yT=y6-\- A;'6 = 176 + 68 = 244 usw. 

Die gesuchte Beihe lautet also: 
21, 34, 54, 83, 123, 176, 244 usw. 



80. Frage. Wie lautet die Fort- 
setzung dieser Reihe nach oben? Antwort. Wir wenden das Ver- 

fahren auf die Reihe III. Ordnung 
aus, welches wir in Aufgabe 156 auf 
die Reihe II. Ordnung angewandt 
haben und erhalten: die III. Diffe- 
renzenreihe ist eine konstante; alle 
Glieder lauten 2 ; die II. Dif f erenzen- 
reihe ist die Reihe I. Ordnung 7, 9, 
11, 13 . . , welche nach oben fort- 
gesetzt heiBt: 

A!J'i = 7; A^Fo = 5; A!F-i = 3; 

A!J'-? = 1 usw. 

Sie liefert nun die Fortsetzung 
der ersten Differenzenreihe 
nach der Formel: 

Aj'«-i = hyn — A%-i, well ja 

A>'« = Aj'«-i + A*;'— 1 

sein mufi. Z. B. 

A>'i = A J'2 - A*^ = 20-7 = 13; 
AJ'o = Aj'i - A^.Fo = 13 - 5 = 8; 
A J'-i = A J'o — A^y-i = 8 — 3 = 5 ; 

i\y-i = l\y-i - AlF-a =5 — 1 = 4 usw. 



/^ 



I ^* 






y- 



^^X. 'l /I. I — j^^ u z 



<.--*r- «*.-■*:' -^r*:- ■i-*5.«.--ir; <»*r 



^£ 



I 



\\o*\- 



\\. 



»rrr- ««<;'■(«.»<:- «. 
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Nacli der Formel 

f olgt : 

Ji =A — Ai'i =34 — 13 = 21 

Jo =yi—Ayo = 2i- 8 =13 

J-i=Jo-A;'-i=13— 5 = 8 
^-2=^-1-/^-2 = 8— 4 = 4usw. 

Stellen wir die Ergebnisse der 
beiden letzten Antworten zusammen, 
so erhalten wir: 




Auferabe 167. Wie lautet die 
Reihe III. Ordnung mit dem An- 
fangsglied 5 der Hauptreihe und 
den Anfangsgliedern 10, 9 und 3 
der ersten, zweiten und dritten 
Dif ferenzenzeihen ! 



Auflosung. Wir nehmen hier: 
Ji=5; ;\;/, =10, AlVi=9 

11 nd A';'i = 3. 

Da alio Glieder der dritten Diffe- 
renzenreilie = 3 sein niiissen, folgt 
als zweite Dif f erenzenreihe : 

::%=9, A\J^ = 12, A^. = 15; 

A yi = 18 usw. 

Hieraus folgt: 

A;^ = Ayi + A^i = lo + 9 = i9 
yH = Ay2 i- ;\:K2 = i9 + i2 = 3i 

\y.i = A/s + A% = 31 + 15 = 46 



A 



Haas, Der bfiiomische Lehrsatz. 



y-i 


-Ji 


m • 


• ■ • 

/'\.y. 


• • • ■ 

— 5 


■ ■ 

• 10 


15 


y:i 


—A. 


1 


,\A 


15 - 


-19 


-34 


y* 


~yn 




Si.ys 


- 34 - 

• 


t- 31 ■■ 


— 65 usw 

7 
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In der Zusammenstellung erhalten 
wir hienach: 



Frage 81. Wenn von einer Reihe 
III. Ordnung das Anfangsglied Ji 
der Hauptreihe und die Anfangs- 
glieder Aji, AlVi und A!Vi der 
drei Differenzenreihen gegeben sind; 
wie laBt sich dann aus diesen vier 
GroBen das allgemeine Glied yn be- 
rechnen 1 Hiebei bedeutet n den be- 
kannten Stellenzeiger dieses Gliedes. 



Erkl. 42. Die Glieder A!Vi, A^Va, 
A'j's ^^^' d®r zweiten Bifferenzenreihe 
bilden eine arithmetische Reihe I. Ordnung 
mit der konstanten Differenz A'j'i; daher 
ist nach der Formel 20 das /I — 2t| Qlied 
yn—% dieser Reihe = AV'i + (^^ — 3) A*!Vi. 




Antwort. Die allgemeine Dar- 
stellung einer Reihe HI. Ordnung 
in BVage 78 gibt uns wegen der 
Gleichheit der GroBen A^Ji, A^^s, 
A!V3 usw.: 

A!v2=A!yi + A!Fi 
AlV2=A!v2+A';'2 = A!yi + 2A!yi 
A!y4=A!y8+A!y3 = A!yi + 3A!Fi 

A-y/i-2 = A^/i+(n-3)AVi ^25 

Fiir die Glieder der ersten Biffe- 
renzenreihe folgt jetzt: 



AJ2 = AJi + A-Ji 

AJs = Aj2 + A'J2 = Aji + A Vi + l\^y^ 

A.y4 = A J3 + A'Js = AJi + 3A'/i + SA'^Ji 
Aa = Aj4 + A'^J^4 = Aji + 4A-J^i + 6A«Ji 
A J6 = Aa + A'J5 = Aa + 5A'Ji + lOA^^Ji 



Vn-^ = L^Vn-^ 



-J- 



'^y.-2 = A.(/i + (H-2) A'?/i + (^2 ^)a'?/i ^^6. 



Erkl. 43. Die Glieder Aj'p A/,, Aj's 
usw. der ersten Differenzem-eiho bilden 
fiir sich eine arithmetische Reihe II. Ord- 
nung mit dem Anfangsglied A>'i der Haupt- 
reihe, dem Anfangsglied ^'^y\ der ersten 
und dem Anfangsglied A^^'i der zweiten 



Da aber 

yn = ji + (Aj^i + A J2 + /\y, 

H h A J«~i) ist, 
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Dif f erenzenreihe ; wenden wir also die 
Forxnel 21 der Frage 69 an auf das /i — 1!| 
Glied Aj'n— 1, so erhalten wir: 



A Jfl-i = Aj'i + (/I — 2) A'j'i 
2 



+ ("7^) A' 



so folgt: 

yn=yt-\-(n — i)Ay-\-{i-\-2 + d 

+ 4H \-in-2)}A*yi 



yi 



Bezii^lich der Glieder ^i, y%^ y% - - > y n der 
Hauptreihe gilt auch hier^ was in Erkl. 37 
ausg'efiihxt werden ist. 

Erkl. 44. DaC l-|-3 + 6+ 10 H 

-hi 2 )^^( 3 ) ^®*' folgt aus der 
Fra^e 12 



{ 



+U + 3+6+- + 



Cl'O} 



A!Fi; 



daraus erhalten wir fiir das 
allgemeine Glied: 

+ (^7^)A«1/i. ...^27 



Aufgabe 168. Wie heiBt in der 
Reihe III. Ordnung 21, 34, 54, 83 . . . 
der Frage 80 das VII. Glied? 



Auflosung. Dort ist J'i = 21, 
A.yi = 13; AVi = 7, AVi=2; 
daher muB nach obiger Formel sein: 



yi = 



yi + 6 A/i + (2) A'yi + (3) A'yi 

= 21 + 6 . 13 + 15 . 7 + 20 . 2 = 244. 



Aufgabe 169. Wie heiBt die 

XI. Kubikzahl? Auflosung. Nach Frage 76 bilden 

_ , , .^ ^ die Kubikzahlen eine Reihe III. Ord- 

tjTKi, 45. In gewohnhcher Fassung Tinno' Tnif V — 1 Av — ?• A^v — 19 

lantet die obige Aufgabe: Wie groC ist IV- ^^„^» mu>^i 1, ZAJ^i — i , ZA ^— IZ, 

die Losiing muU hienach 1331 sein. A Ti = 6. Oblge Formel glbt nun 

fur n = ll: 



Ju = Ji + lOAji + (^2^) A!Vi + (\^) A^j'i 

= 1 + 10 . 7 + 45 . 12 + 120 . 6 = 1331. 



Frage 82. Wie lautet die Formel 
fiir das allgemeine Glied J« nach 
der Ordnung des vorhin gef undenen 
Ansdruckes nach Potenzen von nt Antwort. Aus 

yn=y^-{-in-l)Ay^ + {"^^)Ay^-^("'^^)^'y^ 

(n- 



=j'i + (/» — DAj'i + 



'f=^A'y, + <5zii><^^-2ii£=»AV, 



=yi+{n — l)Ayi-\ ^-^—Ay^-l J AVi 
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bilden wir: 

J'« = I AVi • «^ + (2 A^>'i - A'j'i)"^ + ( Aj'i - 1 A^Ji + g^ A Vi) « 

+J'i-Aj'i + A'J'i-A-Vi. 

Wenn wir voraussetzen, daB von 
der Reihe III. Ordnung die vier 

GroBen yu Aj'i, A*A und AVi 
gegeben seien, so lassen sich aus 
diesen jetzt die 4 HilfsgroBen 
bilden: 

« = JA'2/i 

ft = |A^2/i-A'!/i 

3 11 

<' = A !h — 2 ^'?^i + 6 ^'«^i ^*^^ 

d = yi — Aui + A'?/i — A'-yi. 

Dann wird 

die verlangte zweite Form el 
fiir das allgemeine Glied J'/,. 

Wahlen wir als Beispiel wieder 
wie in Aufgabe 166 die Reihe 21, 
34, 54, 83 . . mit y^ = 21, Aji = 13, 

/\%=7 und A!Vi = 2, so folgt: 

a = - .2 = 
6 3 

-I— I 

flr = 21 — 13 + 7 — 2 = 13; 
dalier ist: 

n = 7 gibt y, = I . V + ij . 7-= + ^ ^ 7 + 13 = 244. 

O Z t> 

« - 9 „ y, = 1 . 9H - 2 • 9' - ^l -9+13 = 433. 

n = 13 „ y^■^==\■ 13'' + l ■ 13- J g^ . 13 + 13 = 1079. 
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Frage 83. Welche Folgerung ge- 
stattet die vorhin gefundene Formel 

J„ = a/Z3 _^ ^,^2 _|_ ^;j _|_ rfl 



Antwort. Da in ein und derselben 
Beihe die vier GroBen a, b, c und 
d fiir jedes Glied den gleichen 
Wert besitzen, so lassen sich 
diese 4 GroBen fl, b, c iinA d 
berechnen, wenn 4 Glieder der 
Hauptreihe mit ihren Stellen- 
zahlen gegeben sind und liie- 
mit ist dann die Aufstellung der 
ganzen Eeihe ermoglicht. 



Aufgabe 170. Von einer arith- 
metischen Eeihe III. Ordnung seien 
die vier Glieder yu, Jv, yw und yt 
mit den Stellenzeigem w, v, w und 
/ gegeben. Die Eeihe zu berechnen. 



Auflosimg. Aus der Formel 

yn = an^ + *^* -{-cn-^-d 

bilden wir das System der vier 
Gleichungen: 

u^a-\'U^b + uc-^- d=yu 
v^a + v''b-\-vc+d=yy' 
w'^a-{- w^b-{- wc-\-d=yw 
t^a + t^b + tc+d^yt. 

Da u, V, w, t xxnAyuf yv> yw und yt 
bekannt sind, so lassen sich aus 
obigen Gleichungen die vier Un- 
bekannten a, b, c und d berechnen. 
Sind diese vier GroBen gefunden, 
so erhalten wir: 

mii n = \i y^ = a. V-\-b,V-\- c.\-\-d 

„ /J = 2: j2 = a.2'^ + *.22 + r.2 + rf 
„ /z = 3: j8 = «-3^ + *-32 + r.3 + rf 



usw. 



Aufgabe 171. Wie heiBt 
Reihe III. Ordnung, deren: 

viertes Glied = 7 
siebentes „ = 37 
zehntes „ = 166 
zwolftes ,, = 347? 



die 



Auflosung. Wir haben hier: 
u= 4; yu = l. 
^= 7; Jv = 37. 
w = 10; yw = 166. 
/=12; yi = Ml, 

Diese GroBen liefem die vier 
Gleichungen: 

64fl+ 16* + 4r +rf=7 

343fl+ 49* + ic +rf = 37 

lUOOfl + 100* + lOr + rf = 166 

1728a + 144* + 12r + rf = 347. 
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Sachen wir diese in gewohnlicber 
Weise auf, so erhalten win 



a = -; b = — b; c= - und d = 



19. 



Diese vier GroBen geben jetzt: 



J, = |.P-5.P + '2-.l-19 = 



— 5 



1 ^7 

J/2 = 1 . 2^ - 5 . 2^ + 2 . 2 - 19 = 2 

1 ^7 

J's = 2-3'~5-3*+ 2 .3-19 = 5 usw. 



Frage 84. Welche weitere Fol- 
gerung ergibt sieh aus 

y„ = an^ + bn^ + en -f rf? 

Erkl. 46. Wie in der analytischen 
Geometrle y^ax-\-b eine gerade Llnie, 
y = ax^ '\-bx-\-c eine gewohnliche Parabel 
zweiter Ordnung ergibt (siehe Erklarung 34 
and 89), so liefert jetzt 

y = ax^ + bx^ -\- cx-\- d 

eine Parabel dritter Ordnung. Zu 
den Punkten der Abszissenachse JC, = 1, 
JC, = 2, JCj = 3 . . . 'gehSren die Ordinaten 

y^ y^j y^' ' ' ^sw-» deren Endpunkte 
Pu Pit Pa ■ * • auf der Kurve das 
geometrische Bild der arithmeti- 
Hchen Keiho III. Ordnung darstellen. 
Zur Bo.stimmnng dieser Punktreihe genugen 
irgend 4 Punkte Pj/, Pvj Pw und Pt. 



Antwort. Schreiben wir wieder 
X statt n und y statt yn^ so folg-t: 

y = ax^ -\- bx^ -\- cx-\-d. 

Die rechte Seite stellt eine Funktion 
dritten Grades der veranderliehen 
GroBe x vor; geben wir dieser die 
Werte 1, 2, 3 usw., so liefert sie 
uns die Zablen y^t y^y J's . . . Dies 
liiBt sieh zusammenfassen in deni 
Satz: Setzt man in einer Funk- 
tion dritten Grades 

ax^ + bx^ -[- cx-{- d 

nach und nach f iir x die ganzen 
Zahlen 1, 2, 3, 4 . . ., so bilden 
die erbaltenen Zahlen j',, 
y^y Js . . . eine arithmetische 
Reihe dritter Ordnung. 



Frago 85. Wie erhalt man in 
einer arithmetisehen Reihe III. Ord- 
nung (lie Summe der n erst en 
Glieder aus dem Anfangsglied 
der Hauptreihe und den Anfangs- 
gliedern derdrei Dif ferenzenreihen ? 



Antwort. Wir haben den Wert 
der Suiume 

5=ji -y,+y3-\ \-yn 

aus den 4 GroBen Ji, Aj'i* /ij^X 
und A Ji abzuleiten. 
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Nach der Formel M 27 der Frage 81 ist: 
A = J'l 

y» =yi + Aj'i 

j'«=>'i + 2A;'i + A!)'! 
j'4 =J'i + 3 Aa + 3 A!ki + Alyi 
A =yi + 4 Aj'i + 6 A!)'i + 4 A'j'i 
j'e =>', + 5A;'i +.ioA'j'i + 10 A!ki 

yn = j'l + (« - 1) A J', + (" 7 ^) A!vi + C 7 ^) A'A- 

Durch die Addition folgt: 

s = J'l +J'« +J'8 H 1- J'« = /ij'i + {i + 2 + 3 H 1- e* — 1)} Aj'i 

+ {n-3 + 6 + 10H h("7^)}A*J'i I; 

+{n-4 + io + -- -(-("7^)}a''j'i : 

Nach Aufgabe 2 ist: 

Nach Aufgabe 4 ist: 
1 + 3 + 64- 10 + . .• + (''7l) = (^) 

und nach Aufgabe 6 erhalten wir: 
1 + 4 + 1 + 20 + • ■ • + C^ ~ 1) = ( J) . 

Hiemit folgt als Summenformel: 
s = ny, + (*2*) A 1/1 + (3) Al'/i + (4) A'i/i . . . -Vp 29 



Aufgabe 172. Wie groQ ist in 

der Reihe 21, 34, 54, 83... die Auflosung. 08^1=21, Aj'i =13; 

Summe der 10 ersten Gliederl A!)'! = 7 und A!>'i=2 und n = lO 

Siehe Aufgabe 168. ist, so folgt: 

,10.9. ,10.9.8,, I 10.9.8.7... 
5 = lOj'. + J 2 AJ'I + 1.2.3 A->i +-1 V 3;^A'j'i 

= 10 . 21 + 45 . 13 + 120 . 7 + 210 . 2 
= 2055. 
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Aufgabe 173. Wie groB ist die 
Siimme der n ersten Kubikzahlen, 
also s= 13 + 2^ + 3'^ H h ^'? 



Antwort. Nach Aufgabe 169 ist 

A->i=6, 

somit: 



=«+(0'+(3)'^+(:) 



n {n — 1 ) 7 , « (rt - 1 ) (/I — 2) , - , rt (« — 1 ) (rt — 2) (fl - 3) 
" + ' 2 " ' 1.2.3 '^^^ 



1-2.3.4 



6 



" T— (- 2 -] 



Erkl. 47. Wenn man die Klammom aus- 
rechnet, so folgt: 

5 = « + {- '2" + ^1*1 + f + 4/: - 6/»« + %A 



+ 



ff 



= 4+ 4 






2 "^ 4 2 "^ 4 j 



+1- 



/l*(/l^-f 2/?-f 1) 



4 

Erkl. 48. Es ist hienach z. B.: 

!» _^ 23 4. 3» -f 4» + 53 = (1 + 2 
+ 3 + 4 + 5)^ 



Frage 86. Welelien Aiisdrnek 
nimmt die obige Siunmenformel 
a 11 nach der O r d 11 u 11 g nach 
Potenzen von n\ 

Erkl. 49. Es ist: 



- - : 



+ 



n 



2 



n 



+ 



4 "^24' 



6 

24 
Hieraus folg^t der neuo Ausdnick fiir S. 

Erkl. 50. Alls der Formcl 

s --an* -^ f{ // * -h ;• /z- + <^ /I 

ersehon wir, dali die S u ni m e s der 
n ersten Glieder der Keihe eine 
Funktion vierten Grades der Stellen- 
zahl n ist, wahrend das /z^ GJied durch 
eine Funktion dritten Grades aus- 
ppdriickt wind. 



Nun bedeutet aber 



n(n-\- 1) 
2 



die 



Summe der n ersten ganzen Zahlen; 
wir finden hiermit den Satz: Die 
Summe der n ersten Kubik- 
zahlen ist gleich dem Quadrat 
der Summe der n ersten 
ganzen Zahlen. 



Antwort. Aus 



+ 0/VJ'. 

erhalt man durch Ausrechnung der 
einzelnen Klammern: 

\ 2 2 ^ 2A ) 



Arithmetische Reihen dritter Ordnung. 
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Frage 87. Welche Polgerungen 
lassen sich aus der neuen Form 
fur die Summe 5 zieheni 



a 



li = 



Wir setzen nun: 

_ A*?/. 

24 



6 



. = A.'/._A\'/, , llA"?/! 

' 2 2 "^ 24 

und erhalten hiemit: 

s = an* + /Vii» + yn'^ + An . . .^^ 30 



Antwort. Nehmen wir wie in 
Aufgabe 166 die Reihe 21, 34, 54, 

83 mit Ji = 21, AJi = 13, A!Fi = 7 
und A^J2 = 2, so nehmen die vier 
GroBen «, /^, }', <^ die Werte an: 



a 



A' 



2 

24 

13 



1 
12' 



.v=!-^=2 



3' 



_ 7 , 22 ^ 47 
2 2 "*" 24 12 



•) = 21 



13 , 7_2 
2 "''3 4 



49 
3" 



Wahlen wir wieder /i = 10, so 
erhalten wir fiir die Summe s^, 
der zehn ersten Glieder: 

1 9 4.7 4Q 

Sio = j2.10*+|lO^ + 12lO'+ 3 10=2055. 

Fiir /z = 4 wiirde f olgen : 

1 9 47 4.Q 

« = j2-4*+i-*' + i2-4^+ 3 -4 = 192 usw. 



Wir erselien daraus, daB bei der 
Berechnung irgend einer Summe 
die 4 GroBen «, /^, j' und <) kon- 
stante Werte haben. Wir konnen 
somit uragekehrt auch diese vier 
GroBen berechnen, wenn wir vier 
Summen mit den zugeliorigen 
Stellenzeigern kennen, mit ander'^ 
Worten: Sind von einer Rei 
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III. Ordnung mit ihren Stellen- 
zeigern bekannt, so ist die 
Reihe bestimmt- 

Bedeuten z. B. u, v, w, t die 
bekannten Stellenzeiger der vier 
gegebenen Summen 5«, 5v, 5^ 
und Sty so dienen zur Berechnung 
von den vier Unbekannten «, /^, */ 
und ^ die 4 Gleichungen: 

V^a ^ V^f^-\-V^y-\- ViS=Sv 
IV* « + w^(i -\- w^y -\- Wd =Sw 

Aus «, /^, ;', c^ gewinnt man dann 
mit n = l: 

5i = «.l* + A.l' + y'.l' + '».l, 

ebenso mit n = 2, 3 und 4 die 
Summe s^, S3 und 54; hiemit to\gi 
dann: 

yi = ^1, J2 = -52 — 5,, js = S3 — s,, 
yi = s^ — S3 u. 8. f . 



Aufgabe 174. Von einer Reihe 
III. Ordnung sei gegeben die 
Summe Sg der drei ersten Glieder 
= 20, die Summe S5 der f iinf ersten 
Glieder = 90; ebenso S7 = 273 und 
Sio = 930. Wie heiUt die Reihe? 



Auflosimg. Wir haben hier ge- 
geben: 

u = 3, v = 5, w = 7 und / = 10 

s„=20, s„=90, s«,=273unds^=930. 

Daraus folgen die Gleichungen: 

81«+ 27itf + 9>' + 3d =20 
625«+ 125,^ + 25;+ 5^ =90 
2401 «+ 343/:? + 49r + 7d =273 
10000" + lOOO/'? + lOOy + KH = 930 



Ihre Auflosung ergibt: 



1 . 14 
" = 24' ''=24' 






25 
24 



^ V 82 
und d = ~. 



Arithmetische Reihen von beliebig hoher Ordnnng. 
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DarauB erhalten wir: 

= A 4. li _ 25 , 82 .^ 72 ^ 
** 24 "^24 24 "''24 24 

= 16 , 8 • 14 4 . 25 , 2^ ^ 192 

** 24 "^ 24" 24 "*" 24 24 



= 8 



58 = 20 gegeben. 

_256 ,64-14 16-25 . 4-82 
^* 24 "^ 24 24 "'' 24 



= 1^ = 45 
24 *^- 



Somit ist: 
A = 3 



— 5i = 



— 5 



3 



5 

12 

25 usw. 



4. Arithmetische Reihen von beliebig hoher Ordnung. 



Prage 88. Was versteht man 
unter einer arithmetischen Reihe 
der r^ Ordnung? 

Erkl, 50. Es ist leioht einzusehen, dafi 
die Zahlen der ersten Differenzenreihe A>'i7 
Aj'a, A J'* . • • eine Reihe r — Iter Ordnung 
bUden ; f emer bilden die zweiten Dif f erenzen 
b}yv A!V2, A^Va . . . eine solohe r— 2?er 
Ordnug u. s. f., die vorletzte Differenzen- 
reihe enthalt die Zahlen A''— ^J'l, A'"— ^J'l, 
b/~^y^ . . ., welohe eine Reihe I. Ordnung 
darstellen. 



Frage 89. Welche GroBen sind 
zu einer arithmetischen Reihe 
''= Ordnung erforderlichl 



Antwort. Bildet man aus einer 
gegebenen Reihe von Zahlen Ji, 
J'gjJ's, J* usw. die erste Differenzen- 
reihe Aji = j2 —yu l\yt =j's-j2, 

AJ'3=J'4 — Js USW., aus dieser 
Reihe AA, AJ2, Aj's ... die 
zweite Diifferenzenreihe 

A!yi=Aj2-A;'i, A!V2=AJ3-Aj2, 
A!V3 = A;'^ — A Js usw., 

so laBt sich diese Bildung von 
Differenzenreihen so lange fort- 
setzen, bis eine Reihe mit gleichen 
Gliedern auftritt; trifft dies bei 
der rl^'^ Differenzenreihe ein, 
so daB lyy^ = A'>2 = AO's usw. 
ist, so heiBt die gegebene 
Reihe J^i, J^2, J^s usw. eine arith- 
metische Reihe der /*= Ord- 
nung. 



Antwort. Zu einer Reihe I. Ord- 
nung geniigt die Kenntnis von 
zwei auf einander f olgenden Gliedern 
J^i und J2> zu einer Reihe II. Ordnung 
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braucht nmn drei Ji, y^.y^, zu einer 
Eeihe III. Ordnung sind vier er- 
forderlich Ji, J2, J^s, J* (Siehe 
Fragen 68 und 79). In dieser 
Art weiter schlieBend, kommen wir 
auf den Satz: 

Eine Reihe r^= Ordnung ist 
durch /■+! auf einander fol- 
gende Glieder bestimnit. 

Weiter geniigt zur Aufstelhing" 
einer Reihe I. Oriinung die Kennt- 
nis von yi und Aj'i; zu einer 
Reihe II. Ordnung braucht man 
Ji, 1a yi und AlVi, zu einer Reihe 
III. Ordnung ist erforderlich y^y 

Aji, AlVi, A'Ji. Daraus folgrt 
der Katz: 

Eine Reihe r^ Ordnung ist 
auch bestimmt durch das An- 
fangsglied Ji der Hauptreihe 
und die Anfangsglieder Aj'i, 

A% A!Vi , A:Vi alier 

r Differenzenreihen. 



Frage 90. Von einer Reihe rt^ 
Ordnung seien r-\-l auf einander 
folgende Glieder Ji, j/g . . Jr, yr^i 
gegeben. Wie lassen sich in diesen 
GroBen die Glieder Aji, A .1^2 . . . 
der ersten Differenzenreihe, die 
Glieder A!Vi, i\% . . . der zweiten, 
die Glieder A!Vi, A'!V2 ... der 



dritten und allgemein die Glieder 
Za'"J'i, A'"J'a ... der /n^^ Differenzen- 
reihe ausdriicken! Dabei bedeute 
ni irgend eine ganze Zahl zwischen 
1 und r. 



Antwort. Es ist Ai'i = Ja — Ji und 
Aj^2 = Js — J2 usw. D.iraus folgt: 



A o. 



r 3ii A 2i 



i-\ 



yi = iiyi 



— iyt —y\) =j'8 — ^yt -\-yi und 

ebenso ,\^yi =;'i — 2j's +>»,; 
daraus folj^t: 

A!)', = ^4 — 2>'s + J2) - C;', — 2yt +j/,) 
= ^4 — BJ's + 3^ ---A 

und ebenso: 



A'lKa =y&— Sj^i + BJ's —J',; 
daraus folgt: 

L% = A!)'* -- A!y, = (j's — ^y*. + sj^s — j'2) — (J'4 — 'iy» + BJ's — j,) 

oder: 

A IVi = J'5 — 4;'4 + 6>'8 — 4J', +J',. 
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Daher ist zu vermuten, dafi: 

A"/i =^'6 - by, + @j'4 - (g);'* + (^y» -A 

A*X =>'t - ej'B + ©j's - (3) A + (^n - (1)^2 +yi 

und allgemein: 
A" yi = J/m-H - (7) J'" + (T) ?/«-!- ( T) y™-* + •• + (- 1)" !/l ^ 30 



Frage 91. Wie kann die allge- 
meine Richtigkeit der vorigen Antwort. Wenn die vorige Formel 
Formel bewiesen werdenT richtig ist, so muB auch diejenige 

richtig sein, welehe aus ihr dadurch 
hervorgeht, dafi man jeden der 
unteren Stellenzeiger um 1 erhoht; 
d. h. es muO sein: 



A'"/2 =ym+. 



0«+i + (?>-»-(?>«-x + 



+ ^" l)"" ' {m - l)-»'« + (- !>">'» •' 



zieht man davon ab: 



A-ji == y.+r - (f)y. + (f)yn,-^ + • • • 

so folgt: 

l-'y. - A-A =j'»+. - (/«+ i)j'« ri+ {©+(T)JJ''« -{(3)+(2)j-^'«- 
+ •••+(- ir- 1 [(^ ^ J h(^ '^ 2)k ^ ^~ ^^^"^ + ^^-^^ + ^~~ ^^"^ '-^^ 

Da aber A'";'^ — A'"J'i = A'"+'>'i 
tind nach Aufgabe 21 

(")+G-i)=("^i') 

ist, so folgt: 

4 — h(— ir+'j',. 
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Man sieht, daB A'^^^yi demselben 
Bildungsgesetz folg^t wie A^J'ii 
woraus wir schlieBen, dafi wenn die 
obige Ponnel fiir A'"J'i gilt, sie aach 
fiir A'^-^'j'i Giltigkeit hat. Oben ist 
nun gezeigt worden, daB sie fiir /7t =3 
gilt ; somit muB sie auch fiir /» = 4 
richtig sein; aus der Giltigkeit fiir 
m = 4t ergibt sich aber auch die 
fiir /^ = 5u. 8. f. Hiemit ist 
die allgemeine Giltigkeit der 
Formel bewiesen. 



Aufgabe 175. Wie heiBen in der 
Beihe 



Auf losung. Da hier Ji = — 1, 

J2=0, J/8=3, J4==9, J6=21, 

Je = 47 usw, ist, so liefert unsere 
die Anf angsglieder der Dif f erenzen- vorige Formel fiir /n = l: 



1, 0, 3, 9, 21, 47, 103, 216 .. . 



reihen 1 



Aji=j2-;'i =0-(-l)= +1; 
fiir m = 2: 

A!yi ^J's - (i)j2 +;'i =3-1 =2; 
fur m = S: 

A% =yA - Q)ys + (1)^2 -y, 

= 9 — 9 + — (— 1)=1; 
fiir /n =4: 

= 21 — 36 + 18 — 1 = 2; 
fiir /n = 5: 

A';'^ =y. - ©Ja + ©>'. - ©j's + ©J', -y. 

= 47-105 + 90-30 1 1 = 3; 
fiir /n = 6: 

^^y. -y. - Q)y. + ©y. - Qy. + (^y. - (t)y. -\-y. 

- 103 — 6 . 47 + 15 . 21 — 20 . 9 + 15 . 3 — = — 1 

- 463 - 463 = 0. 

Da auch A IVi =0 herauskommt, 
ist die 5^ Differenzenreihe die letzte 
Oder unsere Reihe ist von der 
fiinften Ordnung. 
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Frage 92. Wie andert sich die 
Formel fiir die Differenzen, wenn 
man statt der ni-\- 1 ersten Glieder 
irgend welche ni-\- 1 auf einander 
Glieder J/i, J/i-hi . . .j^-f-m, J/i-fm+i 
zur Berechnung beniitztf 



Antwort. Die Entwicklung der 
Prage 90 wiederholend, erhalten wir: 

A^yn = J/.+8 — Zyn+i + 3j«+i — yn 

usw., so daB wir zu dem Ausdruck 
gelangen: 



J^Vu = Vn + m - (7) y«+«-l +(7) Vn+m-, h (" IT V n . . ^32 



dessen allgemeine Giltigkeit gerade- 
8o wie jene von A'"Ji in Frage 91 
bewiesen werden kann. 



Frage 93. Welche Bedeutung 
kommt dieser letzten Formel zu! 



Antwort. Mit dieser Formel 
kann jedes beliebige Glied 
irgend einer Differenzenreihe 
einzeln berechnet werden. 



Aufgabe 176. Welchen Wert hat 
in der Beihe der vorigen Aufgabe 
das GUed A*Js1 



Auflosung. Es wird wegen m 
und n = 3: 



= 4 



A% =yi - (f)ye + (^ys — (3)^4 + Js 

= 103 — 4 . 47 4 6 . 21 — 4 . 9 + 3 = 232 — 224 = 8. 



Aufgabe 177. Wie heiBt in der 
Reihe: 

1, — 1, 0, 3, 8, 18, 41, 92, 195, 

' * ' ' Auf losung. Weil m = 5 und 

das Glied A "Jet n = 6 ist, folgt: 

A% =yn - (i)jio + {l)ys - (3)^8 + (4)^7 -ys 

= 710 — 5 . 385 + 10 . 195 — 10 . 92 + 5 . 41 — 18 
= 9 
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Frage 94. Von einer Reihe 

/"= Ordnung sei gegeben das An- Antwort. Fiir eine Reihe I. Ord- 

fangsglied y^ der Hauptreihe, so- nung ist nach Frage 59 

wie die Anfangsglieder Aj'i, A^i, » = » _i_ /^/^ _ i\ a « . 

A!Fi...A"A der r Differenzen- ^" ^^^^ ^^^•^^' 

reihen. Wie lautet der Aiisdruck fiir eine Reihe XL Ordnung nach 

fiir das /r^Glied;^« der Haupt- Frage 69 ist 

reihe! /n-W 

J^«=/i +(/z-1)AJi + ( 2 )^'-^^ 

und fiir eine Reihe III. Ordnung 
ist nach Frage 81 

yn=y,^{n- 1) Aj. + C 7 ^) A!ki -t- (" 7 ^) A'J'i 

Es laBt ^ch demnach vennuten, 
dafl fiir eine Reihe IV. Ordnung: 

J'« = A + («-i)Aj'.+ C70A!)'i + ('''3'^)A^j'. + (''7^)At/'i 

i-t; so weiter schlieBend, gelangen 
wir bei einer Reihe r= Ordnung 
zur Form el: 



Frage 96. Wie liiBt sich die 
Richtigkeit der vorigen Formel be- Antwort. Auf das /z5 Glied der 

weisen ? Hauptreihe f olgt als nachstes Glied 

yn^^\ es ist aber y^ = Ji + Aj'n 

y^=y^i^ A J2, /i = .^3 + A j3 usw.; 

somit mufl sein: 

yn^ I =yn + AJ/i. 

Die Zahlen der I. Differenzen- 

reihe Aji, AJj, A^Vs . . . .'.7" 
bilden fiir sich eine Reihe r- 1^^^ 
Ordnung. Ware nun das zu be- 
weisende Gesetz wahr fiir eine 
Reihe r/^^ Orduung, so miiflte es 
auch fiir die Reihe r — l.ter Qrdnung 
richtig sein mit dem Anfangsglied 
^.J'l und den Anfangsgliedern 
A^Vi, :^y, . . . AO'i der r—\ Diffe- 
renzenreihen, d. h. es miiBte sein: 

Un = Ly^ + ("- ')a% + (" 2- ') A>. + • • • + CZ 1)-:VA- 



^'. 



f-gjin^. 



.■U- 



>| t.tt><./i^^. 



*V 







<n<*s *c^-^.--"*T •^•^ ^jr<;»<fci<r*»^-*s»'4.- 
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Die Addition der beiden Aus- 
driicke von yn und Aj« wiirde 
geben: 



+ {(" 7 0+(" 7 ')} Av. + ■ ■ + {(" 7 ')+C= D}a'..- 

Nach Aufgabe 21 ist aber: 

e7>>="^e7')+CT')=(2). 

hiemit wiirde folgen: 

j'/.+i =yx + (J) A;'i + (2) A!)'! + Q A Vi +•••• + (") A'-Ji. 

Diese letzte Formel zur Bestimmung 
des n 4" 1 ten Gliedes wiirde also 
das gleiche Gesetz ausdriicken, 
welches fiir die Bestimmung des 
/z= Gliedes bewiesen werden soil. 
Konnte man daher auf irgend eine 
Weise die Uberzeugung finden, daB 
die zu beweisende Formel fiir irgend 
ein Glied den richtigen Wert hat, 
so miiBte sie auch den richtigen 
Wert des folgenden, und somit auch 
den des dann folgenden, und also 
fiir den jedes folgenden liefern. Sie 
gibt aber fiir /2 = 2 als zweites 
Glied J2 = y\-\r t\yu also den wirk- 
lichen Wert des 2 ten Gliedes; dis- 
halb gilt die Formel auch fiir das 
dritte, folglich auch fiir das vierte 
usw., daher fiir jedes zu bestimmea- 
de Glied yn. 



Frage 96. Welche Folgerungen 
kniipf en sich an die vorige Formel ? 

Erkl. 51. Naoh Frage 60 ist fiir eine 
lieihe I. Ordbatmg: 

nach Frage 70 fui eine Beihe II. Ordnnng: 
Haas, Der bfnomlsche Lehrsats. 



Antwort* Ordnen wir die rechte 
Seite nach Potenzen von /z, so er- 
halten wir einen Ausdruck r^^ 
Grades von der Form 
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und nach Frage 82 fur eine Beihe IH. Ordnung 
yn=^an^ + bn^ + cn + d, 

worin a, by c, d die an den betreffenden 
Stellen angegebenen Werte besitzen. 

Erkl. 58. Beim Ordnen nach Potenzen 
yon n wird man damit beginnen, dafi man 

die Ansdrucke I )»(#• l) 

rechnet. Da 



usw. ans- 



C7")= 



(/t—l)(/i- 2)... (/? — /•) 



ist, sieht man leioht ein, daB beim Aus- 

multiplizieren das Glied — auftritt; die 

folgenden Glieder enthalten die Or 3 12 e n 
nnr noch anf den niedrigeren Potenzen 
rf—^t nf * usw. Das Gleiche gilt von 
den Gliedem, welche bei der Ausrechnung 



von 



werden. Man erh&lt hienach beim Zu- 
sammenfammenfassen einen Ausdruck, des- 
sen einzelne Glieder der Reihe nach die 
Potenzen ffy n*'—^, rf—^ usw. enthalten; 
bezeichnen wir deren Koeffizienten mit a, 
by c , . .y ^o erhalten wir schliesslich 

flW-l- bnr—^ -I 1-/7/1 -I- q. 



in welchem die Koeffizienten a, b, 
r, . ., p nnd g aus den GroBen J^, 

Aji. A!)'i AO'i zusammengre- 

setzte Ausdriicke darstellen, also 
fiir die namliche Beihe r^ Ord- 
nung als konstante GroBen zu be- 
trachten sind; wir schlieBen daraus 
auf den Satz: Das allgemeine 
Glied einer arithmetischen 
Reihe r^ Ordnung laBt sich 
in der Form einer ganzen 
Funktionr^GradesdesStellen- 
zeigers n darstellen. 

Da ein solcher Ausdruck /" + 1 
Glieder und ebensoviel konstante 
GroBen fl, 6, c . . . p, q enthalt, so 
folgt, daB irgend welche r-\-\ 
Glieder der Hauptreihe mit 
ihren Stellenzeigern die Beihe 
bestimmen; denn sie liefern 
A" + 1 Gleichungen, durch welche 
die GroBen fl, by c , . . . p, q ge- 
funden werden konnen. 



Frage 97. Gilt auch die Um- 
kehrung des vorigen Satzesi 



Frkl. 53. Wenn in der ganzen Funk- 
tion des rt^ Grades: 

y = ax'' + bxf-^ -I- \, px-\-q 

die unabh&ngige Ver&nderliche x als 
sich stetig findert gedacht wird, so laBt 
sich der Yerlauf dieser Funktion graphisch 
darstellen. Indem man, wie dies in der 
analytischen Geometrie geschieht, zu- 
8ammengeh5rige Werte von x und y als 
Coordinaten eines rechtwinkligen Systems 
wahlt, fallen die Endpunkte der Ordinaten 
y in eine Parabel der rt^ Ordnung. 
Greift man die Abszissen jc = 1, 2, 3, 4 . . . 
usw. heraus — oder anders ausgedriiokt — 
IftCt man x sich nicbt stetig andem, 
sondem sprungwei.se um je eine Einheit 
wachsen, so ergeben die Endpunkte der 
betreffenden Ordinaten J/j, y^^ y^ usw. auf 
der Parabel rt^ Ordnung eine Punktreihe 
Pij A» A-«- alsBild der arithmeti- 
schen Keihe r^IL Ordnung. 



Antwort. Es laBt sich der Satz 
heweisen: Setzt i&an in einer 
ganzen Funktion /"= Grades: 

y = ax''-\- bx'-^ + cx''-'^ -\ 

fiir die veranderliche GroJBe 
X der Beihe nach die ganzen 
Zahlen 1, 2, 3, . . . /z, /;?+ 1 usw., 
so bilden die hiedurch fiir >' 
erhaltenen Werte J'l, y%, J's - . . 
J^/i, yn-\-\ usw. eine arithme- 
tische Beihe rUL Ordnung, 
deren /"= Differenz A^.^i 
= a.r\ ist. 

Beweis. Wahlen wir die unab- 
hangig veranderliche GroBe x gleich 
der ganzen Zahl /z, so erhalten wir 
den Wert: 

yn = aff-^-bn''-^ -\~cn''-^-^ • - . 

+pn'\'g. 
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In gleicher Weise liefert x = n4' 1: 

Durch Subtraktion folgt: 

l^yn -^yn+i -yn = a{n + 1)'-+ A(/z+ ly-' + . . . +p(n + 1) 

-\-q — ( a/f-^- bn''-^-\ hp^ + v) 

Da aber nach dem binomischen 
Lehrsatz 

ist, so wird: 



Erkl. 54. Aus 

erhielten wir: 

Ay = /•fl*'*-* + bixr-* H h A J^ + <7i.5 

Babei hat das hdchste Glied rax^-^ 
den Koeffizienten ra, d. h. er ist gleich 
dem Produkt des Koeffizienten a der Funk- 
tion for y der Hauptreihe und dem hdohsten 
Exponenten r, welohen x in dieser Funktion 
hat; femer ist zn beachten, dafi in dieser 
neuen Punktion von /\y das hSchste Glied 
raxr—^ die verfinderliche GrSCe x nur noch 
anf der Potenz r — 1 enthftlt; es hat sioh 
also die Potenz um eine Einheit verringert. 
Ba dieses Gesetz auch gelten mufi beim 
tTbergang von der ersten Differenzenreihe 
znr zweiten, so folgt, daB das hdchste Glied 
in der K&nzen Funktion r — 2*1" Grades, 
welche £^y ausdriickt, heiiien moi^: 

/•(/•— l)flJC'^' usw. 



Die hier auf das hochste Glied 
ran''~^ folgenden niedrigeren Glie- 
der bin''~^ usw. brauchen wir fiir 
die Beweisfiihrung nicht zu kennen, 
indem sie, weil zuerst herausfallend, 
auf die fragliche letzte Differenzen- 
reihe keinen EinfluB haben konnen. 

Der eben gefundene Ausdruck 
fiir Ayn sagt uns, daB die Glieder 
der ersten Differenzenreihe die 
Werte sind, welche wir aus der 
ganzen Funktion r — l^en Grades 

/^y = rax''-^-i- biX'^-'-\ 

erhalten fiir x = l, 2, 3, 4... usw. 
Mithin ergeben sich die Glieder 
der zweiten Differenzenreihe nach 
dem gleichen Gesetz aus: 

A'y = r{r—l)ax'-^ + b,x''^-] ^^2; 

femer wird: 
^y = r(r-^l)(r-2)ax'—' + bsxr-^~] ^^3 

Ar-ij = r(/--l)(r— 2) ••4.3.2.flJC + <7;._„ 

Fur x = n folgt hier: 

und fiir x = n+l: 

/V~^yni.i=rla(n + l) + qr-i; 



116 



Arithmetische Reihen hoherer Ordnung. 



somit wird: 

also: l\''yn = r ! a . . . . JIS 35 

Da nun dieses allgemeine Glied f iir 
die /"= Differenzenreihe kein n melir 
enthalt, so miissen alle Glieder der 
r^ Reihe=/"!a sein; d. h. die 
Hauptreilie ist von der r^ Ordnung. 



Aufgabe 178. Zu beweisen, daB 
die r^ Potenzen der Reihe der 
natiirlichen Zahlen eine arithmeti- 
sche Reihe r^ Ordnung bilden, 
wobei die Glieder der r^ Differen- 
zenreihe = r\ sind, 

Erkl. 55. Dafi die Reihe der Quadrat- 
zahlen /i', also 1, 4, 9, 16 . . . eine Reihe 
n. Ordnung bilden, ist schon in Frage 65 
gezeigt worden. 

Die Reihe der KubiJczahlen /l^, also 1, 
8y 27 . . . hat sich als eine solche m. Ord- 
nung erwiesen in Frage 76. 

Unser Satz sagt nun, daB IS 2^, 3^ . . . 
eine Keihe IV. Ordnung gibt, wie 1^ 2*, 
8' . . . usw. solche Y. Ordnung usw. 



Auflosung. Hier handelt es sich 
um die Zahlen: 



Jl = l^;'2 = 2^;'s = 3'••••J/. 



rf-. 



Vergleichen dies mit: 

yn = an'' + A/z''-^ -| \-pn -|- ^, 

so ist a = l; mit Ausnahme des 
hochsten Gliedes n'' verschwinden 
alle folgenden Glieder, weil ihre 
Koefflzienten b, c . ,, den Wert null 
haben. Da hienach die Zahlen yxy 
y^} ys usw. aus der Punktion y=x^ 
erhalten werden, indem man a: = 1, 
2, 3 usw. einsetzt, miissen sie nach 
dem vorigen b'atz eine Reihe r^ 
Ordnung bilden mit den r^ Diffe- 
renzen A0' = ''5 

Hiebei stellt r irgend eine granze 
Zahl vor, z. B. 9; daher ist 1®, 2^, 
3^ . . . eine Reihe 9^' Ordnung mit 
den 9:^ Differenzen 9! 



Aufgabe 179. Zu beweisen, daB 
die rjg^ Potenzen der Glieder einer 
jeden arithmetischen Reihe erster 
Ordnung eine arithmetische Reihe 
r^ Ordnung bilden. 

Erkl. 56. Nimmt man die Keihe 1, 3, 

5, 7 . . ., so ist 1% 3*, 5*, 7* eine Reihe 

n. Qrdnung, 1\ 3«, 5^ 7^ eine Reihe 
III. Ordnung usw. 



Auflosung. HeiBt die arithmeti- 
sche Reihe I. Ordnung: 

...'/i + C'7 — l)A^/ 

(Siehe Frage 59), so folgt daraus 
die neue Reihe: 



also yn = {'/I + (n — DAvY 

= ('/! — A'/ + /«-A^)^ 
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Wird dieser Ausdruck nach dem 
binomischen Lehrsatz entwickelt, 
so folgt: 

yn = (rn — AvY + rOa — A^/)^""' • (A j) • n 

+ (2) (^1 - A ^/)"-' . (A 0' . /i^ • • • + (A vr-n^ 

Es ergibt sich hienach das allge- 
meine Glied yn als ein Ausdruck 
rj^ Grades der Stellenzahl n; so- 
mit muB nach obigem Satz die 
Eeihe ^u y^ . . . von der r^ Ord- 
nung sein. 



Aufgabe 180. Beweise den Satz: 
Verbindet man die gleichstelligen 
Glieder zweier arithmetischer Reihen 
in gleicher Weise durch Addition 
oder Subtraktion, so entsteht eine 
neue arithmetische Beihe, deren 
Ordnung gleich derjenigen der 
hohern der beiden verbundenen 
Reihen ist. 

Erkl. 57. Nimmt man die Reihen: 

1, 6, 15, 28, 45, 66 

2, 6, 11, 20, 36, 62 

so folgt durch Addition die neue Reihe: 
3, 12, 26, 48, 81, 128. 

Die I. Reihe geht aus i; = 2jic* — x und 
die n. Reihe aus 



c = 



:-jc« + 8a:— 4 



2 2 

hervor ; daher entspringt die IQ. Reihe aus : 

nnd muB daher wie die IT. von der dritten 
Ordnung sein. 



Auflosung. Die Beihe ^/i, 7/2, ^s*-- 
sei eine arithmetische Eeihe r^ 
Ordnung, deren /?^ Glied ri„ sich 
in der Form 

'in = flo + ^l/^ + (^2^^ H h flr/?'^ 

darstellen lasse. Ferner sei Ci, C2, 
tg . . . eine andere arithmetische 
Beihe von der Ordnung s, deren 
/lies Glied ?« darstellbar sei durch 



Kn = bo + b,n-^b,n^'-\ [-bsX% 

wobei aber die ganze Zahl 5 hoher 
sein soil als die vorige ganze 
Zahl r. 

Nun bilden wir die neue Beihe: 

Ji = ^/i + Ci ; J2 = % + ?2; 

Dieses /z^ Glied yn laBt sich aber 
offenbar ausdriicken durch: 



yn = rjn + ^n = (ao + bo) + (ai-^b,)n-i-i(u + b^),n^-] 

+ {ar+br)n'+ br+i /i^+^ H h bs/i'. 

Da in diesem Ausdruck das letzte 
Glied bsn^ die hochste Potenz von 
n erhalt, so muB nach obigem Satz 
die neue Beihe von der Ordnung 
5 sein. 
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Aufgabe 181. Beweise den Satz: 
Multipliziert man die gleichstelligen 
Glieder zweier arithmetischer Rei- 
hen mit einander, so entsteht eine 
neue arithmetische Beihe, deren 
Ordnungszahlen gleich der Summe 
der Ordnungszahl der urspriing- 
lichen Reihen ist. 

£rkl. 68. Nimmt man die Reihen: 

2, 9, 24, 47, 78 . . . und 
— 2, 7, 34, 91, 190, 

so gibt die gliedweise Mnltiplikation 
die neue Keihe 

— 4, 63, 816, 4277, 14820 . . . 

Die I. Reihe geht hervor atus: 

j7 = 4jc«— 6JIC + 3, 

die n. Reihe aos 

C = 2ji:»-3jc* + 4jc — 5; 

daher entapricht die m. Reihe der Funktion: 
/ = (2x«» — 8a(«-f 4x — 6)(4x« — 6jc-h3) oder 
/ = 8je» — 22 jc* -f 87j«« — 49jk« -f- 37 jc — 15. 

for x= If 2, 3 . . .; daher mufi sie von der 
y. Ordnung sein. 



Auflosung. Geht man wieder 
von den beiden vorigen Reihen 

Vi, Vty »7» . . . und Ci, C„ C, . . . ans 
und bildet daraus yi ^Vi - ^u 

y2 = V9 Cf . . , .yn=*in- Cny SO ist 

leicht zu zeigen, daB fiir yn ein 
Ausdruck erhalten wird, dessen 
hochstes Glied die Potenz n'^ ent- 
halt, woraus dann die Richtigkeit 
des Satzes folgt. 



Frage 98. Wie laBt sich der 
Satz der Frage 97 noch verallge- 
meinernf 



Antwort. Wir haben daselbst 
in eine ganze Funktion vom 
r^ Grade: 

y = ax'' + bx''-'^ -\ — •=px-\- q 

fiir X der Reihe nach die Werte 
1, 2, 3 . . . eingesetzt und gezeig^t, 
daB die hiedurch erhaltenen Zahlen 
Ji, ^^2, Js . . . eine Reihe r^ Ord- 
nung gebildet haben. 

Nun woUen wir eine arith- 
metische Reihe I. Ordnang- 
aufstellen: x^, Xj, JCg . . . x„, •^«4-i 
usw.; dabei sei 

X^ = Xi-}-3d...Xn = Xi^ +in—l)6; 

Xn-\.l=Xi +nd 

oder auch x„^i=Xn-\-^ usw., so 
daB die konstante Differenz 
dieser Reihe den Wert ^ hat. 
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Jetzt geben wir der verander- 
lichen GroBe x in der ganzen Funk- 
tion Ajg^ Grades: 

nach und nach die Werte JCi, x^^ 
Xs . . . . x„; dadurch erhalten wir 
GroBen, welche mit J'l, yi » - > *yn 
usw. bezeichnet sein soUen. Von 
diesen laBt sich beweisen, 
daB sie auch eine Beihe rjg^ 
Ordnung bilden. 

Wir haben namlich: 

yn = ax],-^bx''-^^cx''-^^ Ypxn + q 

und da Jf /i+i = Jf/i + <^ ist, erhalten 
wir weiter: 

yn^V=a{Xn'\-SY^-b{Xn-^^y-^^'C(Xn^^y-^^'''-^p{Xn^S)\q. 

Wie seither geht die erste Diffe- 
renzenreihe A J'l, A J2 . . . A J» usw. 
hervor aus 

j2 -ji = Aj'i; y^ —yt = t\y^ . . .j'h+i —yn=yn 

daher ist: 

+ ^p^^ 

Ordnen wir diesen Ausdruck nach 
Potenzen von Xn und bezeichnen 

die Koeffizienten, mit denen Xn » 

Jci"' . . . behaftet erscheinen, mit 
b\y ^9 ^ • . usw., so folgt: 
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Die rechte Seite sagt uns nun, daB 
die n^ Differenz Aj'u der ersten 
Diflferenzenreihe dureh einen Aus- 
druck des r — 1^ Gliedes der 
Grofle x„ darstellbar ist, wie dies 
vom Glied yn der Hauptreihe durch 
den obigen Ausdruck des n ^n. 
Grades der Fall ist; ferner sehen 
wir, daB der Koeffizient der hochsten 
Potenz = ard^ d. h. gleich dem 
Produkt aus dem Koeffizienten fl, 
dem hochsten Exponenten r und 
der Differenz <V ist. Hieraus diirf en 
wir schlieBen, daB 



ar(r 



A'yn-- 



A'-^yn = anr— l)(r — 2) •••4.3.2. d''-^x„ + qr-i 

und 
Ayn = ar(r— l)(r— 2) • • • 4 . 3 . 2 . 1 . ()^ also 

ist, d. h. die Glieder der nj^ 
Differenzenreihen sind konsta^nt, 
namlich = ad''r]; somit ist be- 
wiesen, daB unsere Reihe >'i, 
y2 ' ' • -yn wirklich von der 
r^ Ordnung und daB in der 
rjen Differenzenreihe jedes Glied 
= atV^ ist. 

Daraus flieBt der Satz: J e d e 
Reihe rj^ Ordnung laBt sich 
dadurch entstanden denken, 
daB man in eine ganze Funk- 
tion r^ Grades fiir die ver- 
auderliche GroBe die Glieder 
einer arithmetischen Reihe 
I. Ordnung eingesetzt hat. ^ 



Frage 99. Welche Folgerung 
laBt sich aus den vorigen Satz 
Ziehen 1 

Erkl, 59. Da ji hier, wie selbstver- 
standlich, eine ganze Zahl bedeutet, so 
heiBt dies: Man behalte in der gegebenen 
Reihe das erste Glied bei, lasse dann 
die folgenden Jt — 1 Glieder weg, nehme 



Antwort. Nimrat man von einer 
Reihe r^ Ordnung ^i, ^2, z^.. ,z,^. 



.T-t-i> 



2 n , Z27t-\-iy Z^ ,^, 



^STT-hi . . . usw. die Glieder z^=y^^ 
2-1+1 =J^2, ^'i^-fi^J's nsw. heraus, 
so ist die neue Reihe yu J's, y^ . . . 
wieder von der r^ Ordnung. 
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dann das jt -\- \^ Glied, lasse wieder die 
folgenden ji — 1 Glieder weg, nehme wieder 
das folgende 2;t -f 1^ Glied usw.j dann 
bilden die Zahlen 2,, 2?r + l, Z2jr-}-l nsw. 
auch eine Eeihe /"^ Ordnung wie dies von 
der gegebenen Reihe zutrifft. 



Denn wir konnen nach obigem 
Satz unsere gegebene Reihe rj^ 
Ordnung dadureh entstanden denken, 
daB wir in einem ganzen Ausdruck 
des ^^1 Grades: 



z = ax'' + bx''-^-] \-px-\-g 

fiir X der Reihe nach die Glieder 
einer Reihe I. Ordnung setzen: 

Xi, Xi + S, X^+2d ..,X^+(7i— l)c), 
JCi + 7I(), A:i+(77-f 1)«V.. .Xi+(27i — l)d, 
X,+2nd\ JCi+(27r+'l)cV 
Xi+3^(), X^ + (Sn -\- \)d 
Xi-\~^7id USW. 
Nchmen wir die Reihe 



. .or, +(47^ — 1>), 



Erkl. 60. 

II. Ordnung: 

2, = 7, z, = 11, 2, -= 16, 2, = 23, 2, = 32, 
2^ = 43, 27=56, 2«-=71, 2o = 88, 2,o^l07.. 
so entspringt diese der Funktion: 

•fiir JC = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 . . . 

Nehmen wir jetzt: 

ji: = l, 4, 7, 10 . . . ., 

.so liefert uns die gleiche Funktion: 

>' = 7. j;, = 23, y, = 66, j/, = 107 . . . 

also die Glieder 2i, 2^, 2,, z^q der ge- 
gebenen Reihe. 

Lassen wir also in dieser die Glieder 
2,, z,^, 25, 2^, 28, 2e . . . weg, SO bilden die 
noch stehen bleibenden Glieder auch noch 
eine Reihe IT. Ordnung. 



Wir sehen daraus, daB unser Aus- 
dnick des r^A Grades die Zahlen 
Ji» J^2, J's . . . liefert, indem wir in 
ihm fiir x der Reihe nach die 
Werte setzen: 

d. h. die Glieder einer arith- 
metischen Reihe L Ordnung 
mit der konstanten Differenz 
71 d\ nach dem obigen Satz muB 
die erhaltene Zahl nreihe ^1,^2... 
auch von der f^. Ordnung sein. 

Die Glieder der r^ Differenzen- 
reihe der gegebenen Reihe Zi, z^^ 
Z2 . , , haben nach den vorigen Aus- 
fiihrungen alle den Wert 

in gleicher Weise folgt fiir die 
Glieder der f^ Differenzenreihe 
der Reihe: 

der Wert: 

daher muB sein: 



Frage 100. Von einer Reihe 
/■^ Ordnung sei gegeben das An- 
fangsglied yi der Hauptreihe, so- 
wie Anfangsglieder: 



Antwort. Fiir eine Reihe I. Ord 
nuiig ist nach Formel 20 



122 Arithmetische Reihen h(5herer Ordnimg. 

der r Differenzenreihen. Wie lautet fiir eine Reihe II. Ordnung ist 

der Ausdruck fiir die Sum me 5 nach Formel 24: 

der n ersten Glieder . . . 

der Hauptreihef ^^^ f^^ ^j^^ jj^jj^g jjj Ordnung ist 

nach Formel 28: 

s^ny^ + Q A^'i + ©A'J'i + ©A'^'i. 

Hienach laBt sieh vermuten, dafi 
fiir eine Reihe IV. Ordnmigr er- 
halten wird: 

s = ny, + @ Aj'i + (3) A!)'! + (4) A-A + ©AlFi; 

in dieter Weise fortschliefiend, ge- 
langen wir bei einer Reihe der 
rten_ Ordnung zur Formel: 

« = nyi + Q) A 1^1 + (5) A Vi + • • + (r ![: i) A'yi. . . .^ 36. 



Fr«ge 101. Wie lafit sich die 
Richtigkeit dieser Formel beweisen? Antwort. Wenn 



I ^.=«J'i + ©A>'. + ©A!)'i+- + (4i)A'J'x 



wirklieh die Summe der n ersten 
Glieder Reihe darstellt und wir 
addieren dazu das /x -|- 1*® Qlied 
yn-^u SO niuB der neue Ausdruck 
die Summe ^a-^-i der n -}- 1^ Glie- 
der sein. — Nach Frage 94 ist nun: 



J'n+i =A + Q) A Ji + (2) A!)'! + (3) AlFt + • + (") A O'l 



Hiemit erhalten wir: 



..+^.^. = (» + 1)^. + {(J) + (^)}a^, + {(^) + Q}a!^ + 



+ 



{C)+C;i)}a'-'. 
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Da aber nach Aufgabe 21: 
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ist, so folgt: 



s^-hyn-hi 



=(n+i)y,^(' + ^)Ay^-{-{'''t^)A'y^^''' + {^^^^ 



Dieser Ausdruck zeigt f iir n-{-l 
den gleichen Bau wie der obige 
fiir /2; d. h. ist Sn die Summe der 
n ersten Glieder, so gibt s„-\-y„-\-i 
die Summe Sn-\-i der /r + 1 ersten 
Glieder oder: gilt die obige 
Formel fiir die Zahl n, so gilt 
sie auch fu,r die Zahl /i + l. 

Nun haben wir gesehen, daB sie 
fiir n = S GeWitung hat; somit ist 
sie auch richtig fiir /i = 4; well 
sie fiir /z==4 gilt, stimmt sie auch 
fiir n = 5 usw. Hiemit ist die 
ist die allgemeine Giltigkeit 
unserer Formel erwiesen. 



Aufgabe 182. Wie grofi ist die 
Sxinm^^ der 6 ersten Glieder der 
Seibe IV. Ordnung, in welcher 

AlVi = 5 und A*A =3t 



Attflosung. Nach obiger Formel 
wird: 



. = ».4+©2 + ©.X + ©.5+l©.3 



Fiir n = Q gibt dies 5 = 167. 



Aufgabe 188. Wie groB ist die 
Summe der 10 ersten Glieder der 
Beihe: —1, 0, 3, 9, 21, 47, 103 .. . 
Vfirl- Aufgabe 175. 



Auf losung. Da 

J^i = -1, AJi = 1, A'A = 2, 
A'Ji = l, AVi=2 und A'A=3 



,24 > '•ram^.iw^n^ x-»-Ji«i a» oitrv 



4»T Fraice - 



. rfj :- (J) >- Q= -(:>'-(") 2 -C^)3 



Xehmen wir u = 10, so erhalten 
wir fur die Smnine der 10 ersten 
Glider: 



10 ♦ 45 f 240 — 210 — 504 — 630 
l«l«. 



AtlfirttlNi IH4. Win KroB int die 
Hiiiiittift fl<ir n i'.rnU'.n Diquudrat- Anflosniig. Aus 

wiIiUmi, mI^*.! j,^ _ 1, _ 1. ^^ _ 2* = 16; 

J's = 5^ = 625 usw. 
leiten wir ab: 

A J^i = 15; A'j^i = 50; A'ji = 60; 

A'ji = 24. 
Hiemit gewinnen wir wegen: 

/I* r>/i^ - 11 /I* — 6/1 ^^ 



r^ •:« •:•* -t 
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Aufgabe 185. Wie grofi ist die 
Summe der n ersten Glieder der 
Beihe, deren allgemeines die Form 
7/1 = 2/^» — /x + 1 hat? 

Erkl. 61. Nach Aufgabe 2 ist die 
STumne der ganzen Zahlen von 1 bis n 

= und naoh Aufgabe 173 ist die 

Summe der n ersten Kubikzahlen 

.9 



Auflosiing. Hier ist: 

J'l = 2 . 18 — 1 + 1 
J/2 = 2.2» — 2 + 1 
^^8 = 2. 3^ — 3 + 1 



_ /I* /I* /I 



5 = 2(P + 2» + 



J^;, = 2./X3 — /X-f 1. 

Daraus folgt: 

+ /!«) — (1 + 2 + 3H h/^) + (l + l + 



+ 1) 



= 2^' + - 






"h" 






Frage 102. Welche Folgerung 
lafit sich au8 der obigen Summen- 
formel ableiten? 



Antwort. Da 



ist, so erhalten wir durch Ordnen 
dieses Ausdrucks nach Potenzen 
von n einen Ausdruck des r-\- Ijgg 
Grades von der Form: 

j^ = au''-^^ -\- fin" -\- yn''-^ + dn'''^^ -^ \- ^n . , , Myi 



Erkl. 62. Nach Frage^3 ist fiir eine 
Beihe L Ordnuns?: ""T**^! 

nach Frage 74 hat man fiir eine Reihe 
n. Ordnong: 

und fiir eine Reihe HI. Ordnung ist nach 
Frage 86 

s = an^ + fin^ + yn} + yn. 

Erkl. 63. Beim Ordnen nach Potenzen 
von n sind die Ausdriicke (^ii)> l^i 
118W. ansznrechnen. 

Ba nun 

— 1) (/I — 2) ... (/2 — r) 
r\ 



(n \ __ n{n 



ist, erscheinen im Zfihler r + 1 Faktoren, 
welche n enthalten, somit fiihrt die Aus- 



in welchem die Koefflzienten «, /^, 
y, <) . . . X aus den GroBen Ji, A J'l, 
AVi • • • A'^J'i zusammengesetzte 
Ausdriicke sind, also GroBen dar- 
stellen, welche fiir die namliche 
Reihe r^ Ordnung konstant sind; 
wir schlieBen hieraus auf den Satz: 

Die Summe von n auf ein- 
ander folgenden Glieder einer 
Reihe rt^ Ordnung laBt sich 
in der Form einer ganzen 
Funktion des Z'+l^ Grades 
der Gliederzahl n darstellen. 

Da unser Ausdruck r-\-\ Glieder 
und ebensoviel konstante GroBen 
«, i^ . . . X enthalt, so folgt, daB 
irgendwelche /'+ I Summen 
mit ihren Stellenzeigern di^" 
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ArithmetiBche Reihen h5herer Ordnimg. 



rechnung auf die Potenz von /!''+*; hohere 
Potenzen k5nnen nicht auftreten, aber 
selbstverst&ndlich die niedrigeren /i^, /f^-* 
u. s. f. bis herunter zn n^] das absolute 
Glied ist nicht vorhanden, weil n im 
ersten Glied ny^ der Summenformel ent- 
halten ist. 



Beihe bestimmen; denn sie 
lief em /*+ 1 Gleichungen, ans 
welchen sich die Werte a, /tf, y . . x 
befiDden lassen; hiemit ist die 
Funktion fiir 5 bekannt; /i==l,2,3.. 
lief em dann 5 
wird yi=Si 



If 
s 



Si, 58 11SW. Endlich 
i; X =^8 — "58 u.s.f. 



Frage 103. Wie lieiBt die Um- 
kehrung des vorigen Satzes? 

Erkl. 64. Wir k5nnen auch x = 0, 
— 1, — 2 annehmen^ und wiirden dadurch 
erhalten die Werte So, ^— i, 5— s u. s. f.; 
offenbar wird aber wegen des Fehlens des 
absoliiten Gliedes 5o = 0; daher bekommen 
wir bei der Bildung der ersten Differenzen* 



reihe 5- 



»o» *'11 



u. s. f. 



yi = Si— 3^ = 31 — = Ji 



Erkl. 65. Die Theorie der arithme- 
tischen Beihen hdherer Ordnung 
wurde in voller Allgemeinheit ausgebildet 
von Newton, Jakob Bernouilli und 
Lagny (1722); letzterer hat auch die oben 
genannte Bezeichnnng eingefiihrt. 



von 
usw. 



Antwort. Wir konnen den Satz 
beweisen: Setzt man in einer 
ganzen Funktion /'-h 1^ 
Grades 

fiir die veranderliche GroBe x 
der Reihe nach die Zahlen 
1, 2, 3.../Z, /z + 1 usw., so sind 
die hierdurch fiir s 
wonnenen Werte Sj, 5,, 5, 
Sn-\-i USW. die Summen 
den 1, 2, 3 ... /z, /« + 1 
ersten Gliedern einer arith- 
metischen Reihe r^ Ordnung. 

Denn nach dem Satze der Frage 97 
bilden die Zahlen 5,, 5,, 5s, 54... 
eine Reihe /•+l*|r Ordnung. Da 
aber;'i=5i, yi^s^—Si, ^^=^$^-8^ 

>.>.yn = Sn — 5«--i USW. ist, SO 

bilden die Zahlen Jj, J2, y^ - - -yn 
USW. die erste Differenzenreihe der 
Reihe 5i, 5j, 53 . . . Letztere hat 
aber die Ordnung Z' + 1, somit muB 
die erste Differenzenreihe, d. h. 
unsere Hauptreihe y^, y^^ y^ von 
der rt^ Ordnung sein. 



5. Ungeloste Aufgaben Uber Arithmetischen Reihen 

hoherer Ordnungen. 



Aufgabe 186. Von einer Reihe 
II. Ordnung seien die drei aufein- 
ander f olgende Glieder — 3, +4 
und + 16 gegeben; wie heifien die 
fiinf folgenden, sowie die flinf vor- 
hergehenden Glieder dieser Reihe! 



Aufgabe 187. Es sei gegeben 
Ji = + 8, J/2 = — 2 und y^ = 11; 
daraus die Glieder y^, bis J^io z^ 
findeni 

Aufgabe 188. Von einer Reihe 
II. Ordnung sei gegeben das erste 



Geldste Aufgaben. 
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Glied der Hauptreihe = 1, sowie 
die Anfangsglieder der beiden 
DitFerenzenreihen == — 2 und + 4; 
es soil daraus die Reihe gebildet 
werden. 

Aufgabe 189. Es sei gegeben 
Ji = l, Aj'i = -2iind A!)^i=— 4. 
Wie heifien die 6 Glieder, welche 
auf yi folgen und jene 6, welche y^ 
vorangehenf 

Aufgabe 190. Wie heiBt das 

13^ Glied, wenn J'l = 0, A A = — 3 

und A!Vi=5 ist? 

Aufurabe 191. Welehen Wert hat 

J'so, wenn A = 5, J'j = 13 vind 
J's = 30 ist? 

Aufgabe 192. Wie heiBt die 
Reihe, wenn y^ = 3, J't = 37 und 
Jio = 94 isti 

Aufgabe 193. Welehen Wert hat 
j'u, wenn y^ = 9, y^ = 35 und 
Jii = 65 ist? 

Aufgabe 194. Wie heiBt in der 
Reihe 6, 13, 24 das zehnte Glied 
und die Summe der 10 ersten 
Glieder? 

Aufgabe 195. Wie heiBt in der 
Reihe 5, 10, 17 das allgemeine 
Glied und die Summenformel? Wie 
das 20^ Glied und die Summe der 
20 ersten Glieder? 

Aufgabe 196. Ebenso von der 
Reihe 8, 10, 9 . . . fur n = 10. 

Aufgabe 197. In einer Reihe 
II. Ordnung sei s^ = 12, 57 = 126 
und 59 = 297. Wie heiBt die Reihe? 

Aufgabe 198. In einer Reihe 

IL Ordnung sei y^ = 8, J7 = 68 
und y^—y^ = II57,. Wie heiBt 
die Reihe? 

Aufgabe 199. In einer Reihe 
II. Ordnung sei 

yx + J2 +yz + Ji = + 2, J/s = 88 
und J9 +y\o = 257. 
Wie heiBt die Reihe? 



Aufgabe 200. Von einer Reihe 
III. Ordnung kennt man die 4 auf- 
einander folgenden Glieder — 2, 
+ 3, +6 und +5; dieselbe nach 
vorwarts und riiekwarts fortzusetzen 
mit je fiinf Gliedern. 

Aufgabe 201. Wie heiBt die 
Reihe, in welcher J'l = — 8, A J'l =3, 

A!yi = — 5 und A'j'i = l ist? 

Aufgabe 202. Wie lautet das 
10^ Glied der Reihe, in welcher 

yi = % AJi = -1, A'J'i = + 4 
und A'j^i = +3 ist? 

Aufgabe 203. Wie heiBt das 
50^ Glied der Reihe, in welcher 

^^1=0,7, A;'i = -o,3, A!yi = +o,2 

und A!yi=0,05 ist? 

. Aufgabe 204. Wie lautet die 
III. Ordnung, in welcher J's = 11, 
y^ = 57, Jg = 161 und J'u = 509 ist? 

Aufgabe 205. Wie grofi ist in 
der Reihe — 2, — 1, 3, 9 . . . die 
Summe der 15 ersten Glieder? 

Aufgabe 206. Wie groB ist in 
der Reihe, in welcher 

;'i = + 3, AA = -4, A'J'i = 10 
und A^Ji = — 23 

das siebente Glied und die Summe 
der sieben ersten Glieder? 

Aufgabe 207. Wie heiBt das all- 
gemeine Glied und die Summen- 
formel der Reihe, in welcher 

J^i 4- A + A = 42; yf, —J/e = 43; 
Ji + A = — 326 und yi= — 147 ist? 

Aufgabe 208. Wie groB ist in 
r^er Reihe — 1, 0, 3, 9, 20, 47 die 
GroBe A'je? 

Antwort 209. Welehen Wert hat 
in der Reihe 1, — 1, 0, 3, 8, 18. . 
die GroBe AVs? 

Aufgabe 210. Beweise, daB sich 
die Ordnung einer Reihe nicht 
andert, wenn alle Glieder mit der 
namlichen Zahl multipliziert werden. 



128 



Arithmetische Reihen hdherer Ordnung. 



Aufgabe 211. Gieb 10 aufeinander 
folgende Glieder der Reihe an, 
deren allgemeines Glied 

j;^ = 4/i* — 5/Z + 4. 
Aufgabe 212. Ebenso, wenn 

yn = ^n^ — ^n'' + bn — 9. 
Aufgabe 213. Ebenso, wenn 

Aufgabe 214. Wie heiUt das all- 
gemeine Glied der Reihe 

2, 5, 51, 152! 

Aufgabe 215. Wie heiBt das ail- 
gemeine Glied der Reihe 

|, |, 13, 73| 243? 

Aufgabe 216. Wie heiBt das all- 
gemeine Glied der Reihe 

9, 36, 81, 144? 

Aufgabe 217. Wie heiBt das all- 
gemeine Glied der Reihe 

0,001, 0,0008, 0,0027! 

Aufgabe 218. Beweise, daB wenn 
jedes Glied einer Reihe r^ Ordnung 
mit der Zahl s potenziert wird, 
eine neue Reihe von der Ordnung 
rs auftritt. 

Aufgabe 219. Bilde aus der 
Reihe 1, 4, 9, 16 . . . und der Reihe 
3, 5, 7, 9 . . . durch Subtraktion 
eine neue Reihe und beweise, daB 
sie zweiter Ordnung ist. 

Aufgabe 220. Bilde aus der Reihe 
5, 3, 9, 23 . . . und der Reihe 1, 7, 
5, 3 . . . durch gliedweise Multi- 
plikation eine neue Reihe und be- 
stimme ihr allgemeines Glied. 

Aufgabe 221. Pis sJl durch 
gliedweise Multiplikation aus den 
beiden Reihen mit den allgemeinen 



Gliedern 2Jc2-f5 und 3jc8 4x 
eine neue Reihe gebildet warden; 
wie heiBt ihr allgemeines Glied, 
und wie 5 aufeinander folgende 
Glieder! 

Aufgabe 222. Es soil in dem 
Ausdruck 3jc — 2 fiir x der Reihe 
nach die Glieder 4, 6, 8, 10 . . . der 
Reihe I. Ordnung gesetzt werden; 
beweise, daB wieder eine I. Ordnung 
entsteht; suche die Differenz der- 
selben, ihr . 9 1gs Glied und die 
Summe der 9 ersten Glieder. 

Aufgabe 223. Es soil in dem 
Ausdruck bx — 4 fiir x die Glieder 
2, 3, 7, 14 einer Reihe II. Ordnung 
eingesetzt werden; von welcher Ord- 
nung ist die entstehende Reihe 
und wie heisst ihr allgemeines Glied! 

Aufgabe 224. Welches Ergebnis 
stellt sich ein, wenn man in den 
vorigen Aufgaben den Ausdruck 
3x^ — 4 JC + 5 zum Einsetzen beniitzt ! 

Aufgabe 225. Beweise, dass beim 
Einsetzen des Gliedes einer Reihe 
III. Ordnung in den Ausdruck 
ax^-\-bx+c eine Reihe VI. Ordnung 
entsteht. 

Aufgabe 226. Wie heisst die Ver- 
allgemeinerung des vorigen Satzes! 

Aufgabe 227. Wie gross ist die 
Summe der 10 ersten Glieder der 
Reihe IV. Ordnung, in welcher 

;'i = -l; Aji = + 2; A'^A = -4; 
A'ji = + 4 und AVi = -l' 

Aufgabe 228. Berechne 5g der 
Reihe V. Ordnung, in welcher: 

Ji = 2» AJi=+1, A'J^i = -1,5; 



^' 



J^i = +2, A'J^i = ~l und 



Aufgabe 229. Ebenso 5^5 der Reihe : 
1, —1, 0, 3, 8, 18, 41... 
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Aufgabe 230. Wie beisst die 
Summenformel der Reihe mit dem 
allgemeinen Glied ;' = 2^^— JC+l! 

Aufgabe 231. Wie gross ist die 
Summe der n ersten Glieder der 
Reihe, deren allgemeines Glied 

J = JC*— Jjc« + listl(/i = l, 2..10) 
o o 

Aufgabe 232. Ebenso, wenn 

y = 0,9jc«! 



Aufgabe 233. Ebenso, wenn 



y= 



1000" 



Aufgabe 234. Ebenso, wenn 
y = 0,5 JC*? 

Aufgabe 235. Wie grofi ist die 

Summe 1^ + 2^ + 3^ i h n^'i 

Aufgabe 236. Wie grofi ist die 
Summe l«+2« + 3«H \- n^ 



Haas, Der blnomU<\he Lehra«ti. 
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lY. Uber Summenreihen und figurierte Zahlen. 



I. Die Summenreihen. 



Frage 104. Es sei j/i, j;„ jg, J'i . . . 
eine beliebige arithmetische Reihe 
von der r^ Ordnung. Wie bildet 
man aus ihr die I. Summen- 
reihel 



Antwort. Bilden wir aus der 

H a u p t r e i h e J'l, J'l, J's, J'4 . . . die 
neue Reihe: 

zz =yi +yt +j^s 
Zi^y^^y^+y^+yu 



Frage 106. Wie bildet man aus 
der obigen Hauptreihe J^i, J^j, Js • •• 
die zweite Summenreihe! Wie 
die dritte uswJ 



so heiBt -?i, z^, Zg, z^ . . , die erste 
Summenreihe der gegebenen 
Reihe. HeiBt letztere 

- 1, 3, 4, 5, 9, 19, 

so sind die Glieder der Summen- 
reihe 

'?i=-l, -?2 = -l + 3 = 2, 
2r3 = — 1 + 3 + 4 = 6, 

^4 = — 1 + 3 + 4 + 5 = 11 usw. 

Hienach ist das erste Glied 
der I. Summenreihe gleich 
dem ersten Glied der Haupt- 
reihe und das n^ Glied der 
Summenreihe gleich der 
Summe der ersten n Glieder 
der Hauptreihe. 



Antwort. Die II. Summenreihe 
der Hauptreihe geht aus der 
I. Summenreihe hervor, wie die 
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letztere aus der Hauptreihe. Ist 
auB den Gliedem der Hauptreihe 
yij y^y ys " - die erste Summenreifae 
^i, ^2, ^3 ' ' - gebildet, so sind: 

Us==Zi+Z2+Zs 



die Glieder der II. Summen- 
reihe. 

Wir sehen: Das erste Glied 
der II. Summenreihe stimmt 
iiberein mit dem ersten Glied 
der I. Summenreihe und das 
n^ Glied der II. Summenreihe 
ist gleich der Summe der 
ersten n Glieder der I. Sum- 
menreihe. 

Aus obigem Beispiel leiten wir ab : 

tfi == — 1 

^ = -l + 2 = +l 

^8 = — 1 + 2 + 6 = 7 

^4 = — 1 + 2 + 6 + 11 = 18 



als II. Summenreihe der Haupt- 
reihe — 1, 3, 4, 5 . . . usw. 

Das gleiche Verfahren dient nun 
dazu aus der II. Summenreihe die 
dritte zu bilden. Nehmen wir: 

^2 = «i + ^ 

1^8 = tti + tf 2 + «3 



so sind ^1, v^, ^s . . . die Glieder der* 
dritten Summenreihe usw. 
Auf obigen Fall angewendet, folgt: 

^ = -1 

^2 = - 1 + 1 = 

1^8 = — 1 + 1 + 7 = 7 

1^4 = — 1 + 1 + 7+ 18 = 25 

11. s. f. 



IM 



fber 



■■d figarieite Zahlm, 






in 



Avflosmg. In Aufgabe 238 lantet 
die Hauptreihe 4, 1, 3, lU . . .; sie 
gehort der 11. Ordnong an, somit 
erhdht sich die Ordnung^ bei den 
Sonunenreihen je nm eine Einheit, 
also anf 3, 4 and 5. 



2. Yon den figurierten Zahlen. 

a) Polygonalzahlen. 



Frage 108. 

ZahlenY 



Was sind fignrierte 



Antwort. Figurierte Zahlen 
heifien die Glieder arithmetischer 
Reihen aller Ordnongen, deren 
erstes Glied die Einheit ist, und 
in deren letsten DifFerenzenreihen 
eine positive ganze Zahl 
wiederkehrt, Z. B.: 

J,, ^y Of 'ky d • • 



1. 3, 6, 10, ]5. 

1, 4, 9, 16, 25. 

1, 5, 12, 22, 35. 

1, 6, 18, 40, 75. 



Zahl«n luMlien Polyironalzahlent 



Antwort. Unter der Voraus- 
setzunf?, d-iB die Zahl d ganz und 
positiv sei, bilden wir die Reihe 
I. Ordnung: 






1 

l+d 

l+2d 

\+3d 



v„ ^-r^(n — l^d. 



Von den fignrierten Zahlen. — Polygonalzahlen. 
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Aus dieser schreiten wir zur 
Bildung der ersten Sammen- 
reihe: 



z, = 



z^ = 



^3 = 



z, = 



Zk = 



1 

2 + rf 

3 + 3rf 

5 + lOrf 



Diese Zahlen ^i, 2^2, ^s, ^4 . . . . 
werden Polygonalzahlen ge- 
nannt. 



Fra^e 110. Wie werden die 
Polygonalzahlen eingeteilt. 



Antwort. Gibt man der Zahl d 
den Wert 1, so erhalt man die 
Dreieckszahlen oder Trigonal- 
zahlen: 2^1 = 1, Zg = 3, 2:3 = 6, 

Z^ = 10, Z^ = 15 U8W. 

Wird d = 2 gesetzt, so folgen 
die Quadratzahlen oder Tetra- 
gonalzahlen: Zi = 1, 2:2 = 4, 
2:3 = 9, z^ = It), Zg =* 25 usw. 

rf = 3 angenommen ergibt die 
Fiinf eckszahlen oder Penta- 
gonalzahlen: 2:1 = 1, Z2=by 
z^ = 12, ^4 = '^2, 2:5 = 35 usw. 

Wenn rf = 4 gewahlt wird, so 
folgen die Sechseckszahlen 
oder Hexagonalzahlen: 2:^=1, 
^2 = 6, 2:3 = 15, 2:4 = 28, 2:5 = 45 usw. 
In dieser Weise kann weiter ge- 
macht werden. 



Frage 111. Warum haben diese 
Zahlen die genannten Bezeichnungen 
erhalten t 



Ant^vort. Von den Dreiecks- 
zahlen 1, 3, 6, 10, 15, 21 . . . aus- 
gehend, denken wir uns die Ein- 
heiten jedes einzelnen Gliedes durch 
Punkte oder durch Ku^eln darge- 
stellt; dann konnen wir mit den 
Punkten oder Kugeln jedesmal eii 
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Cber Summenreihen und figiirierte Zaiilen. 



. A 

Zi = l ^2 = 3 



A 



2. =6 



. n 

^1=1 ^2=4 




z.=9 



. o 



Zi = I z, = 5 



rege ImaBiges Dreieck zu- 
sammenstelleii in foli^ender Weise 





^4 = 10 



^. = 15 



Mit den Quadratzahlen 1, 4, 9, 
16, 25 . . . verkniipfen wir die Vor- 
stellung von 1 Kugel, 4 Kugreln, 
9 Kiigeln usw. Dann konnen wir 
jede einzelne dieser Gruppen zur 
Ausfiillung eines Quadrates ver- 
wenden in folgender Art: 





z, = l6 



^5 = 25 



Die Anzahl der Kugein, welche 
wir au8 den Gliedern der Piinf- 
eckszahlen erhalten, geniigen zur 
Flillung eines regelmaBigen Fiinf- 
ecks, wobei die Kugein auf die 
Seiten der verschiedenen perspek- 
tivisch liegenden Piinfecke mit 
einem gemeinsamen Scheitel zii 
liegen kommen, wie dies folgende 
Figuren zeigen: 





Zo = 12 



^4 = 22 



Von den fif^urierten Zahlen. — Polygonalzahleu. 
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Krkl. 66. Der Leser mdge sich auch 
die Zeichnungen entwerfen, welche den 
Secliseckszahlen, Siebeneckszahlen usw. 
ents prechen. 



In der soeben dargelegten Weise 
kann mil den Kugein, welche den 
Gliedern der Sechseckszahlen ent- 
sprechen, ein regelniafiiges Sechs- 
eck gefiillt werden usw. 

Hiemit ist die Bezeichnung 
unserer Zahlen als Vieleckszahlen 
Oder Polygonalzahlen gerechtfertigt. 



Frage 112. Wie helQt das all 
^emeine Olied der Vielecks 
zali len? 



Antwort. Diese Zahlen heiBen 
in der allgemeinen Form: 

^1 = 1, ^2 = 2 + rf, z, = 3 + 3rf, 
^4 = 4 + 6rf usw., 

sie bilden iiach ihrer Herleitung 
eine arithmetisehe Reihe II. Ord- 
nung; nennen wir ihre Differenzen 
[:\Z und ihre II. Differenzen A*^> 
so folgt: 



^1 = 



1 

2 + rf 

3 + 3rf 

4 + 6rf 

5 + lOrf 



A^i = i + rf 

A'?2 = l+2rf 

A^3 = l + 3rf 
A^4 = l + 4rf 



ts^z^^d 



Krkl. «7. Es ist: 



— 2) 



2 






-=^ n-\-{n — l)d. 



n 



= j{2 + («-l)rf} 



Wir haben also 2:1 = 1, A^i=l + ^ 
l^Jz = d; wenden wir nun hier die 
Formel an f iir das allgemeine Glied 
z„ einer Reihe II. Ordnung, so er- 
halten wir hieraiis: 

Oder 



■ = 2-1^ 



+ {n-l)d 



Frage 113. Wie lauten hienach 
die allgemeinen Glieder der ein- 
zelnen Arten der Vieleckszahlen t 



Antwort. Flir die Dreiecks- 
zahlen ist fl?==l, daher ist die 
n^ Dreieckszahl 



9 



138 



Cber Summenreibeii und fignrierte Zahlen. 



ErkL 68. i/= 1 gibt: 

i/ = 2 lief en : 

Zi. = "|2-f (ii-1.2J=|.2/i = /i» 

£/ = 3 gpesetzt. gibt : 
2ii = |^J2+ «- 13 1 = 1^.(3/1-1 nsw. 



For die QnadratEaUen ist d = 2, 
daher ist die n^ Qaadratzahl 
= n\ 

Fiir die Fanfeekszahkn haben 
wir d=3 zu nehmen and eriialten 
die n^ Fiinfeckszahl 

/n3/r — 1> 



Vnge lU. Wie heiUt das n^ 
Glied der m eekigren Polvgon- 
zahl! 



AnflSsmis. ^^^ die m eckige 
Polygonzahl mossen wir i/=/n — 2 
setzen und erhalten hiemit fur das 
allgemeine Glied Zmz 



_«( 



I 



^■ = ,, ,2 — (« — iM/n — 2>j Oder 



2| 
c»= ,4 — «» — Him 



I 



2» ...V38 



Anfgabe 341. Wie beiBen die 
5 ersten Seeliseekszahlen? 



Aaflosonfi:. Pur m = 6 gibt die 
vorige Formel fiir das allgemeine 
Glied der Seehseekszahlen: 



2i.=^ 4 — 6 — /?(6 



2i =^ 4ii — 2 j Oder 



Xehmeu wir /i = I, 2, 3, 4, 5, so 
erhalten wir die Seehseeks- 
zahlen 1, 6, 15, 28, 45. 



Anfcrabe Ui. Wie heiBt die 
41^ Sif beiii^-kszalil ? 



Auf losuDg. Fur m = 7 und n = i 
g'leht die obige Formel fiir die 
4!f Siebeneekszahl den Wert: 

JJ4-7^4i7-2)j = 34. 
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Aufgabe 243. Wie heiBen die 
5 ersten m eckigen Vieleckszahlent 



Frage 115. Wie groB ist die 
Summe der n ersten Dreiecks- 
zah len? 



AuflosKQg. Fur /»= 1, 2, 3, 4, 5 
erbalten wir aus der allgemeinen 
Formel fiir z,.: 



Zt 
Za 



1 

m 

3m 
6m 
10m 



3 

8 



= 10m — 15. 



Antwort. Die Dreieokszahlen 1, 
3, 6, 10, 15 . . . bilden eine arith- 
metische Reihe II. Ordnung. Bilden 
wir ihre ersten Differenzen A^ und 
ihre zweiten Differenzen A^-^^. so 
erhalten wir: 



z, = 



2. = 



z^ = 



1 
3 
6 
10 



A^» 
A^s 



2 
3 
4 



A*^2 



1 

1 



Erkl. 69. Es ist: 



" - (0 ^ - C) = (0 - 



-h 



(0 - Q 



Nun ist: 

G) - G) = c r ) 

Sielie Auf^be 21 

Eb.».o 0) + (s) ' (' J ') ■"' 



also ist Zi = 1, A^i = 2, A'^^i = 1. 
Die Formel fiir die Summe s der 
n ersten Glieder in einer Reihe 
II. Ordnung (siehe Frage 23) gibt 
hier: 

s = fi z, -\-QAz^ + (I) A%i 

mit obigen Werten folgt: 

Oder 

5=g(/z+l)(/? + 2). 

Fiir n = \, 2, 3, 4, 5 . . . erhalten 
wir die Reihe 1, 4, 10, 20, 35 . . ., 
sie ist selbstverstandlich die I. Sum- 
menreihe der Dreieckszahlen 1, 3, 
6, 10, 15, 21 . . . Oder die 11. Summen- 
reihe der natiirlichen Zahlenreihe 
1, 2, 3, 4, 5 usw. 
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Cber SnmiDeiireibeB vnd fi<raricrte ZaUni. 



Fnge 116. Wie ^rofi ist die 
Somine der n ersten QuadntzaJiIen! 

ErkL 70. £> ist: 

»i + i::i3 + 



© ' - G) 



. «'«— ri3 K-n — 1 



-9 



= |J6 + (if-l)(9 + 2>-2:)J 



AatwMt. 


Ans der R«be 1. 


9, 16 — bilden vir: 


Zi— 1 

^— 4 
«,— 9 
z, 16 


_-2» — T 



Mit z, = 1, :_2, = 3 Bud ^-z, ^bt 
die obice SiimiDeiifaniie} hier: 



s = n.\ — 



n 



(?)»-a)^ 



= ^ "if — l*'2ir — li 
6 



Fur if = 1, 2, 3, 4, 5 fofet die 
Beihe 1. 5, 14, 30, 55 . . . aJs I. Sum- 
menreihe der QaadFatsnUeD 1, 4« 9. . 
und als 11. Sammenreibe der Reihe 



1, 3, 5, 7 usw. 



Fn^ 117. 

Snmiiie der Jr 



Wie grafi ist die 
ten Funfeekszahlen! 



Ajitir^rt. Aus Zj = K z;? = 5, 

z, = 12, z^ = 22, Zj = 35 . . . leiten 
wir ab _Zj =4 und _^*z, =3 und 
erbalten nach deni vorigen Ver- 
fahren: 

IT- in — W 

5 = 



Fur /I = 1, 2, 3, 4, 5- . fol^ dann 
die Reihe 1, b« IS, 40, 75 — als 
L Summenreibe von 1, 5, 12, 22, 35 
und als II. Summenreibe von 
1, 4, 7, 10, 13.-, 



Frage \\K Wie im»ii i>t die 
Su'^T-t- der n er^ten m eukig-en 
V ; e .eck eza L . r n ? 



Antwort. Wir nehmen die Viel- 
et^kszahlen zuerst in der Form 1, 
2 - i/, 3 - id^A-6d.. und bilden 
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wieder die I. und die II. Diffe- 
renzen ihrer Reihe: 

^. = 5+6rf t^'I tw A*-. = ^ 



Erkl. 71. E« ist: Eg ist hienach in der Summen- 

(;,\ /fi\ formel fiir eine Reihe II. Ordnung^ 

2J(/B-i) + ^gj(/B-2) einzusetzen 2i = l, l\Zi = l-^d 

und A *^i = ^; diese Werte lief em, da 
^ ^ ^ «(«-i)(ff,-i) ^ /!(/»- i)(/»-aKw-a) 

^ ^ s = «^i + (2)A-fi + (3)A*2ii8t, 

. |{e+a(«-ix.-i)+(«-iX«-2X.-)} , ^ „^ Q (, ^ ,3 ^ (.),. 

6\ -r -r V ^ 7 I>a al>er die Zahl m der Ecken 

mit der GroBe d verbnnden ist 
= |trt + l)(6-/w — 2/i + /n/») durch die Oleichang: 

d = m-2, 
= J(«+J){(6-/« + /«(«-2)[ go folgt dyygij Einsetznnsr dieses 

Wertes: 

s = « + ©('^ - 1) + (5)('w - 2) 

Oder: 

»t(n+l) 



« = 



6 



6 - m -|- n(m - 2 > ^39. 



} 



Fiir /i = l, 2, 3, 4, 5.... folgt 
die Reihe: 

1, /w + 1, 4/n — 2, 10/n — 10, 
20/n — 25...; 

dies ist die erste Summenreihe der 
Zahlen: 

1, m, 3/n — 3, 6/n — 8, 10/n — 15 

der Aufgabe 243 oder die zweite 
Summenreihe von 

1, m — l, 2//I — 3, 3m — 5, 
4/w — 7 usw. 
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tjber Summenreihen und figurierte Zalilen. 



Anigabe 244. Wie grofi ist die 
Summe der n ersten Sechsecks- 
zahlen 1 



AuflosuDg« Nehmen wir m 
80 ergibt sich: 



= 6, 



s = 



n{n + l){^n—\) 



Piir /? = 1, 2, 3, 4 usw. folgt die 
Reihe 1, 7, 22, 50, 95... als 
I. Summenformel von: 

1, 6, 15, 28, 45... 

und als H. Summenformel von: 

1, 5, 9, 13 usw. 



b) Pyramidalzahlen. 



Vrage 119. Welche Zahlen heiBen 
Pyramidalzahlen? 



Fragc 120. Wie lafit sich diese 
Bezeichnung begriindenl 



Antwort. Pyramidalzahlen heifien 
heiUen die Glieder der ersten Sum- 
menreihen, welche aus den ver- 
schiedenen Reihen der Polygonal- 
zahlen gebildet werden konnen, 
und zwar heiBt die Summenreihe 
1, 4, 10, 20 . . . der Dreieckszahlen 
die Reihe der dreisei tigen 
Pyramidalzahlen, die Summen- 
reihe 1, 5, 14, 30 . . . der Quadrat- 
zahlen die Reihe der vierseitigen 
Pyramidalzahlen, die Summen- 
1, 6, 18, 40 . . . der Fiinfeckszahlen 
die Reihe der fiinfseitigen 
Pyramidalzahlen usw. 



Antwort. Wenn wir uns in der 
Reihe der dreiseitigen Pyra- 
midalzahlen jede Einheit wieder 
durch eine Kugel darstellen, so 
konnen wir diese Kugeln so iiber- 
einschichten, daB Pyramiden ent- 
stehen. deren Grundflachen regel- 
maBige Dreiecke bilden. So 
lassen sich 4 Kugeln so legen, dafi 
3 zur Bildung der Grundflache Ver- 
wendung flnden und die vierte auf 
das so hergestellte Dreieck in der 
Mitte aufgesetzt wird. Stehen 
10 Kugeln zur Verfiigung, so 
walilen wir 6 zur Bildung eines 



Pvramidalzalilen. 
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gleichseitig'en Dreiecks mit je drei 
Kugeln langs einer Seite; auf 
diese Grundflache legen wir drei 
Kugeln und setzen die 10^ auf 
diese zweite Schichte. Bei 25 Kugeln 
legen wir 10 als gleichseitiges Drei- 
eck mit je 3 Kugeln langs jeder 
Seite auf den Boden und setzen 
auf dasselbe die aus den iibrigen 
10 Kugeln gebildete Pyramide usw. 
Bei den vierseitigen Pyramidal- 
z a h 1 e n bildet die Basis ein 
Quadrat. So konnen wir, wenn 
5 Kugeln gegeben sind, 4 derselben 
zu einem Quadrat verwenden und 
die fiinfte auf dieses Quadrat in 
der Mitte aufsetzen. Bei 14 Kugeln 
dienen 9 zur Herstellung eines 
Quadrats mit je 3 Kugeln langs 
einer Seite; auf dieses Quadrat 
kommt dann die Pyramide aus dea 
5 andern usw. 

Die fiinfseitigen Pyramidal- 
zahlen liefem mit 6, 18, 40... 
Kugeln Pyramiden, deren Grund- 
flachen regelmaBige Fiinfecke 
mit 1, 2, 3... Kugeln langs einer 
Seite u. s. f. 



Frage 121. Welche Schlusse 
lassen sich aus dieser Bilduugs- 
weise der Pyramidalzahlen zieheni 



Erkl. 72. Zur nftheren £rl&ut«rung 
5tellen wir die Zahlen znsammen: 

Dreieckszahl. Breiseit. Pyramidalzahl. 

^=1 . . 1 1 

2 . . 3 4 

3 . . 6 10 

4 . . 10 20 

5 . . 16 35 



Qnadratzahl. Vierseit. Pvramidalzahl. 



n = 



1 . 


. 1 


2 . . 


4 


3 . . 


9 


4 . 


. 16 


o . 


. 25 



1 

5 

14 
30 
56 



Antwort. Da die Polygonal/ ah len 
die Glieder der I. Summenreihen 
von arithmetischen Reihen I. Ord- 
iiung sind, so miissen die Pyrami- 
dalzahlen als Glieder der I. Summen- 
reihen der Polygonalzahlen die 
Glieder der II. Summenreihen der 
genannten Reihen I. Ordnung sein; 
darausfolgt, daB jedeReihe 
von Pyramidalzahlen eine 
arithmetische Reihe III. Ord- 
nung ist. 

Weiter ergibt sich, daB das all- 
gemeine oder /?^f Glied der 
Polygonalzahlen anzeigt, wie- 
viel Kugeln die n^ Schichte 
der entsprechenden Kugel- 
pyramide enthalt, wiihrend die 
n^ Pyramidenzahl die Anzahl aller 
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tJber Summenreihen und figurierte Zahlen. 

Punfeckszahi. Fiinfseit. Pyramidaizahl. Kugeln, welche in den n Schichlen 
^ ' ' ^ ^ liegen, bestimmt. Nehmen wir 

3 ;; 12 ;;;:;:;;;;; 18 z. b. die 4^ Funfeckszahi 22 una 

4 !. 22 .!!!!!..!!. 40 die 4^ flinfseitige Pyramidenzahl 

5 . . 35 75 40, 80 hat die aus 40 Kugeln ge- 

^sw. formte Pyramide in der vierten 

Schichte, d. h. in der Grundfliiche 
22 Kugeln. 

Endlich folgt, daB die Summe 
der n — 1^ Pyramidaizahl und 
der nten Polygonalzahl gleicli 
der fi^ Pyramidaizahl sein 
muB. Z. B. ist die 4^ dreiseitige 
Pyramidaizahl = 20, die 5^ Drei- 
eckszahl =^ 15; die Summe 20 i- 15 
= 35 gibt die 5^ dreiseitige Pyra- 
midaizahl. 



Frage 122^ Wie heifit das all- 
gemeine Glied, wie die Summe 
der n ersten Glieder der drei- 
seititigen Pyramidalzahlen? 



Erkl. 73. Es ist: 



-L''['' 



1 



\ 



= irr« { ''" + 5/1* -h 6/2 + /^« + 5/1 + 6 
= J-/i(/i + l)(« + 2)(/i + 3) 



/i + 3 /i-h2 n+ 1 n 



/I _ //I + 3\ 

4~v 4 ; 



Ant wort. Nach Frage 115 lautet 
das /7^ Glied der I. Summenreihe 
der Dreieckszahlen: 

und diese Zahl ist nach unserer 
Erklarung die n^ dreiseitige Pyra- 
midaizahl. Um die Summe der 
n ersten Glieder zu erhalte i , bilden 
wir von der entprechenden Beihe 
1, 4, 10, 20, 35... die Differenzer 
und erhalten: 

A = 35 



Hier ist also J'i = l, ^yi — ^\ 
iVy,=^-A und A1)'i = l- 
Nach Frage 86 ist: 

s = ny, + (^)aJ'. + (3) AtVi +0 A'J'. 
~ 24 " ^ ( 6 ~ 4 1" 



+ 



^yx_^''yy,nLYy^ 
2 2 "^ 






n 



+ j.v.-^2- + 



\'y. 



4 /"' 



^o.\ 



1 <t-^ 



r- 



aaa^ 



.^ 



6 'y- Av * / 
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vereinfacht folgt: 



=(-:')• 



Aufgabe 245. Wie heiBt die 
\2^^ dreiseitige Pyramidenzahl und 
wie groB ist die Summe der zwolf 
ersten dieser Zahien? 



Auflosung. Setzen wir in die 
zwei Ausdriicke der vorigen Frage 
n = V2 ein, so folgt die zwolf te drei- 
seitige Pyramidalzahl 

^ 12.(12 + l)(12-h 2) 

6 



= 364. 



Fiir die Summe 5 der 12 ersten 
dieser Zahien erhalten wir: 



s=-^ 



24 
s = 1365. 



12* 4- 7 . 12^ + ^ . 12"^ + } . 12 Oder 
4 24 4 



Frage 123. Wie lautet das all- 
gemeine Glied und wie die 
Summe der n ersten v i e r - 
seitigen Pyramidalzahlen? 



Antwort. A us Prage 110 ent- 
nehmen wir als n^ vierseitige 
Pyramidalzahl: 



yn== 



n(n + l){2n-+ 1) 
6 



denn diese Zahl ist das n^ Glied 
der I. Summenreihe der Quadrat- 
zahien. 

Zur Summenbildung von 1, 5, 
14, 30, 55 . . . schreiben wir: 

^^^=5 ^,_-9 -->^=5 '3,_2 

Mit Ji = l, /\J'i = 4, :\% = 5 
und .'i*^J'i~^2 gibt die Summen- 
forrael der vorigen Frage hier: 



2 t , [5 2) , , [4 
^ = 24''*^l6-4j^^ + |2 



5 ,11.2 
2~*" '24 



n 



fi 



+ .1_.4, 5 



2 I 
4| 



n 



1 1 =s 1 

12 ^3 ^12 ^6 



Hnas, Der btnomi^uhe Leiirsatz. 
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Cber Suminenreilieu uiid fij^urierte Zahlen. 



Auf^abe 246. Wie heiBt die 
9^0 vierseitige Pyramidalzahl, und 
wie grofl ist die Summe der neun 
erHten dieser Zahlen? 



Antwort. Fiir n = 9 gibt das 
Vorausgehende als 9J| vierseitige 
Pyrainidahlzahl : 

9(9 + l)(18+l) 
6 



= 285. 



Die Summe 5 der 9 ersten dieser 
Zahlen wird: 



Fra|?e 124. Wie lautet das all- 
gemeine Glied und die Summe 
dor n ersten fiinfseitigen 
Pyramidalzahl en? 



Antwort. Der Frage 117 ent- 
nehmen wir als das gesuchte Glied: 



^n = 



n''(^n + l) 



•< 4 1 f7 



3) s I i 



Die Reibe der fiinfseitigen Pyra- 
midalzahlen 1, (>, 18, 40, 75.... 
liefert J', = 1, ZiJ, = 5; A !>'.-- 7 
und ij'j'i = 3; daher wird hier: 



5 
2 



;+ : 



11.3] 



24 ) 



.n 



4 I 



1 5,7 3) 
^-2+3-4)" 



oder 






AufgalM^ 247. Wie heilJt die 
10^*' fiinfsoitigo Pyramidalzahl, und 
wie groU ist die Summe der zehn 
ersten dieser Zahlen? 



Auflosung. Setzen wir in den 
beiden vorigen Formeln n ^=^ 10 ein, 
so erhalten wir als lOl? fiinfseitige 
Pyramidalzahl: 



10-. ao - 1) 



o 



= 550. 



Oie Summe s der 10 ersten <lieser 
Zahlen wird: 



i-io' - ;!,io^- J.io^+,Vi() 



I TH5. 
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Frage 125. Wie lautet das all- 
greiiieine Qlied der /TZfieitigen 
Py raniidalzahlen, und wie groB 
ist die Slim me der n ersten 
dieser Zahlen? 

Krkl. 74. Der Leser wird *rebeten, aus 
den zwei Formeln fiir das allgemeine Glied 
yn und die Summe 5 der //i seitigen Pyra- 
midatzahlen diirch Einsetzung d- r Werte 
m = 3» 4, 5 . . , die in den vorausgegangenen 
Fra^en gefundenen Formeln abssuleiten. 



Antwort. Aus der Frage 118 folgt 
als /y/^ Glied yn der /TZseitigen 
Pyramidalzahlen direkt: 



yu = 



6 I 



5 — /7i + /z(/w — 2) 



/ 



Wir schreiben die 5 ersten dieser 
Zahlen an und bilden ihre Diffe- 
renzen: 



J5 = 



1 

Am -2 
10m _ 10 
20 m — 25 



A 



m 

3/n- 
6/n 
lOm 



3 

8 



15 



' tv, = 2An — 3 



Zur Summenbildung haben wir 
also zn uehmen: 

und A yi=m — 2 

und erhalten hiemit fiir die Summe 
s der ft ersten Glieder: 



s = 



m — 2 

" 24" 



n' + l 



2/n - 3 _ m -~2 
'6 4 



Ls + /'«__ 2/" - 3 ^ ll(/« -_2\ „, 



12 



+ 



24 



1"^ 



, 1 , m.2m — S m — 2\ 



Oder 



m — 2 , , m ^ . 14 



24 



12 



— rn ., , 6 — ^/? 
24 ^^^+12-^^ 



^S 40. 



c) Aufgaben uber Kugelhaufen. 



Aufgabe 248. In einem Zeug- 
hause sind laiiter Kugeln in Form 
einer dreiseitigen Pyramide aiif- 
g-pschiclitet, so daB in der obersten 
Schieht nur 1, darunter 3, darunter 
6, daninter 10 Kugeln usw. liegen. 
Wieviel Kugeln en thai t die unterste 
Sehieht und der ganze Haufen, 
weiin in jeder Seite der unt ersten 
Schieht 15 Kugeln liegen? 



Auf losung. Die unterste Sehicht 
bildet ein gleichseitiges Dreieck, 
welches so mit Kugeln gefiillt ist, 
daB in jeder Dreiecksseite 15 liegen; 
daher enthalt der Bo en nach 
Frage 118: 



( 



15 r 1 



)-- 8.15=120 Kugeln. 

10" 
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Hber Summenreihen und fijrurierte Zalilen. 



Aufgabe 249. Wieviel Kugeln 
liegen in der vorigen Aufgabe in 
der 5 JgB Schicht, und wieviel Kugeln 
liegen im ganzen iiber dieser 
Schicht T 



Aufgabe 350. Ein Haufen von 
Kugeln bildet eine abgestumpfte 
dreiseitige Pyramide; in der Seite 
der obersten Schicht zahlt man 
5 Kugeln, in der Seite der untersten 
Schicht 15 Kugeln. Wieviel Kugeln 
liegen in den ganzen Haufen? 



Aufgabe 351. Ein Kugelhaufen 
bildet eine abgestumpfte vier- 
seitige Pyramide; in der 
obersten Schicht liegen 10 Kugeln, 
langs jeder Seite und in der unter- 
sten sind in jeder Seite 20. Wie- 
viel Kugeln liegen im ganzen 
Haufen? 



Der ganze Haufen mull nacli 
Frage 122 enthalten: 



15.16.17 
6 



= 680 Kugeln. 



Auf liisung. Die 5^ Schicht stelli 
ein mit Kugeln gefiilltes gleich- 
seitiges Dreieck dar, welches lanas 
einer Kante 5 Kugeln hat; daher 
ist die Zahl der letzteren gleich 
der fiinften Dreieckszahl, also: 



© - '^- 



Uber dieser Schicht ist eine 
Pyramide, deren untenstehende 
Schicht in jeder Seite 4 Kugeln 
hat; somit sind in dieser Pyramide 

\^ =20 Kugeln enthalten. 
o 



Auflosung. Unser vorliegender 
Kugelhaufen entsteht offenbar da- 
durch, daB wir von der Pyramide 
der vorletzten Aufgabe die kleine 
obere Pyramide der letzten Auf- 
gabe abheben; somit bleiben 
680 — 20 = 660 Kugeln iibrig. 



Auflosung. Ware die Pyramide 
voUstandig, so miiBte sie nach 
Frage 123: 

20. (20 + 11(2 .20+1)^ 2870 Stiiek 

D 

enthalten. Weggenommen ist oben 
eine Pyramide, welche in jeder 
Seite der untersten Schicht 9 Kufrein 
liat; (liese Pyramide enthalt: 

9.(9^ 1)(2.9+1) 
G 

Hienach verbleiben fiir unseren 
Haufen noeh 2870 — 285 =- .r*') 
Kugeln. 



= 285 Stiick. 



Aufgaben iiber Kugelhaufen. 
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Aufgabe 253. Es sei auf einem 
horizontalen Boden die Schichtung 
der Kugeln zwischen zwei verti- 
kalen Wiinden so bewerkstelligt, 
(laB die Form eines langlichen 
dreiseitigen Prismas entsteht. 
lu der obersten Reihe, dem soge- 
nannten Riicken, enthalte das Pris- 
ma m in einer Reihe liegende 
Kugeln; in der zweiten Schichte 
liegen 2m Kugeln in der Form 
eines Rechtecks, das langs einer 
Seite 2 und langs der andern Seite 
m Kugeln hat, in der dritten 3/w 
usw. Kugeln. Wieviel Kugeln hat 
dann das Prisma bei n Sehichteni 



Auflosung. Da die Kugeln in 
der untersten Schichte auf dem 
Boden ein Rechteck erf iillen, welches 
in seinen Seiten //z, beziehungsweise 
n Kugeln, also im ganzen mn Kugeln 
hat, so sind im ganzen Haufen 

/w + 2/n + 3/n + 4/wH \-mn 

=/«(l+2+3+4+.+«)='"''<",+ ^) 
Kugeln. 



Aufgabe 353. Es sollen die Kugeln 
in der Form eines nach alien vier 
Sei'en abfallenden D aches auf- 
geschichtet sein, so daO jede 
Schicht die Form eines Rechteekes 
hat; in der obersten Schicht liegen 
'w Kugeln, diese ruhen auf zwei 
Reihen von je /w + 1 Kugeln, diese 
wiederum auf drei Reihen von je 
^ -h 2 Kugeln usw. Wieviel Kugeln 
liegen in dem Haufen, wenn n 
Schichten vorhanden sindf 

&kl. 75. In der L&ngsseite jedes Recht- 
ecks nimmt die Kugelzahl bei jeder Schichte 
um 1 7,u; da der Kiicken sich aiis m Kugeln, 
in gerader Linie liegend, zusammengesetzt, 
so haben die li&ngsseiten der folgenden 
J^chicht^n m + 1, //I + 2 usw. Kugeln; da- 
her muB die Ijftngsseite der nt^ Schicht 
eine Kugelzahl haben — m -\- n — 1. 



S=^ 



6 



n 



Auflosung. Hier handelt es sich 
um den Summienmg der Reihe: 

m + 2(/7i + l) + 3(m + 2) + 4(m + 3) 
-} \-n(m + n— 1). 



Daher schreiben wir: 



yt 
yz 
y^ 
ys 



m 

2m + 2 
3m + 6 
4/W4-12 
5/W + 20 



Ayi=^ + 2 

Ay, = rn + 4: 

Ays = m + G 

Ayi = m + 8 



A!vi=2 
A%=2 
A!Vs=2 



und erhalten yi = m, A J'l = ^+2, 
A'iVi = 2. Da aber nach Frage 74: 



CV'+^-")« 



+ g - - .n 



ist, so folgt hier: 



s=^ 



2/1'^ 1 ( 
6 ' 21^-^ "^ 



j.'^ + ljem- 



3m — 6 + 4 



n 



2//=* , 3/nn' (3/n '2)rt ^ 
G + 6 ^ 6 ''^^'^ 



s=^"^" + ^^\:^m + 2n-2\ 
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Cber Summenreihen und figiirierte Zaiilen. 



Erkl. 76. Es ist: 

= ?|2//' + 3/n/z + 3m — 2 ! 
61' ) 

= j{2(«'-i) + 3m(«+l)j 



Setzt man die Zahl der Kugrelii 
in der Langsseite der Bodenscliieht 
= w, so daB der Boden ein Recht- 
eck ist mit u Kugeln in der lilng * 
und n Kugeln in der Tiefe, so ist 
u=^m-\-n — 1; daraus ergibt sieh 
m = u — /2 + 1 ; setzen wir dies 
oben in die Summenformel ein, so 
erhalten wir als Kugelzalil des 
Hauf ens : 



^^6 ^ 



n 



1). 



Aufgabe 354. Ein dach- 
formiger Kugelhaufen sei recht- 
winklig gebogen; der Riicken 
habe liings des einen Schenkels 
des rechten Winkels a Kugeln und 
langs des anderen b Kugeln. Wie- 
viel Kugeln hat der Haufen, wenn 
n Schichten vorhanden sind! 



Antwort. F^s ist leicht einzusehen, 
daB man diesen Haufen aus 
einem dachformig gebauten ent- 
standen denken kann, der in der 
Riickenlinie a -{- b Kugeln hat und 
auch aus n Schichten besteht. Die 
Anzahl aller Kugeln ist daher naeh 
der letzten Aufgabe: 



n(n 



{^'^H3^(a + b) + 2n — 2 



Aufgabe 265. Von einem dach- 
formigen Haufen von Kugeln sind 
die oberen Schichten weggenommen; 
wie groB ist noch die Zahl der 
Kugeln, wenn die obere rechteckige 
Schichte in der Lange 9 und in 
der Tiefe o Kugeln hat, und im 
ganzen noch 6 Schichten vor- 
handen sind! 

Erkl. 77. Der Leser wird gebeten, den 
obi^en Korper zii zeichnen? 



Auflosung. Aus diesen Angaben 
folgt, daB oben 4 Schichten fehlen; 
die unterste derselben bildet ein 
Rechteck mit 8 Kugeln in der 
Lange und 4 in der Tiefe; der 
Riicken ist eine mit 5 Kugeln be- 
setzte Reihe. Dagcgen haben wir 
als unterste Schichte des vor- 
handenen Hauf ens auf dem Boden 
ein Rechte k mit 14 Kugeln in der 
Lange und 10 in der Tiefe. Der 
erganzte Haufen faBt daher naeh 
der Formel: 



1) 



2/1 — 2) 



der vorletzten Aufgabe, da /? = 10 

und /n = o ist: 

^"^■.^^|15 i 2J -2] =605 Kugeln; 



AufgabfMi liber Kiigelhaufen. 
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ferner hat der Erganzungskorper 
nach derselhen Formel, da fiir ihn 
n — 4 und /w = 5 genoiiimen werden 
muB: 



*^^jl5 + 8-2J 



70 Kiigeln. 



Hienach hat der gegebene Haufen 
605 — 70 = 535 Kugeln. 



Aufgabe 256. Eine Anzahl Kugeln 
ist prisinaartig zwischen zwei 
Kugelpyrainiden so . auf ge- 
scliichtet, daB der Rticken m Kugeln 
enthiilt, die folgende Sehicht aus 
zwei Reihen von je /w — 1 Kugeln, 
die niichste aus 3 Reihen mit je 
/77 — 2 Kugeln usw. besteht. Wie 
groB ist die Kugelzahl des ganzen 
Haufens, wenn dieser // Schiehten 
half 



Auflosung. Hier enthalt die 
unterste n^ Schichte noch: 

n[m-^(n- i)^ = n(m--n-{-l) 

Kugeln Um die Summe der Kugeln 
in den n Schiehten zu gewinnen, 
sehreiben wir: 



Jl=/W 


A Ji —m — 2 




J2— 2//^ — 2 


t\y> — m — i 


A!>'i = -2 


ys — Sm — G 


* ^^ 


A% -2 


yi — 4/w — 12 


.A ^3 —m 6 


• 



^- 6 •'' +( 2 



Mit Ji=/n, ^,yi=m — 2 und 
A'yi = - 2 gibt die Summenformel 
der Frage 74: 



A^Vi) 



2-|«^ + |{6^. 



— 3Aj'i+2A!>'il-fl 



hier: 



s = 



n(n + 1) f 
6 \ 



3m — 2n + 2 



d) Uber figurierte Zahlen im besondern. 



Frage 126. Welche Zahlenreihen 
nennt man figurierte Zahlen 
im engeren Sinne? 



Antwort. Figurierte Zahlen im 
engeren Sinne lieiBen die Zahlen 
der natiirlichen Zahlen re ihe 
und aller ihrer Summenreihen. 
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Cber Suiuuieureihen und figurierte Zahleii. 



Erkl. 78. Aus der Hauptreihe 
1, 2, 3, 4, 5 . . . 

erhalten wir nach Prage 104 als I. Siunmen- 
reihe: 



1, 1 + 2, 


1 +2 + 3, 1 + 2 + 3+4... 




Oder: 


1, 3, 


6, 10 . . . 


Hienach 


ist die 11. Summenreihe : 


1, 1 + 3, 


1+3 + 6, 1 + 3 + 6 + 10... 




Oder: 


1, 4, 


10, 20 . . . 


and die III. 


Summenreihe : 


1, 1+4, 1 


+ 4+10, 1+4+ 10+20.. 




Oder: 


1, 5, 


15, 35 11. s. f. 



Frage 127. Wenn wir die n^ 
figurierte Zahl der /Ci^ Ordnung 
mit F^ bezeichnen, so folgen aus 
der Herleitung dieser Zahlen welche 
Formeln! 



Die figurierten Zalilen 
I. Ordnung sind also: 

Ly ay <Jy ^j D • • . 

die der II. Ordnung sind: 
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36 . , ., 



sie sind identisch mit den Drei- 
eckszahlen, fiir welche wir das 

allgemeine Glied ( T 



j und als 

Summenformel ( o ) gefunden 

haben. Siehe die Fragen 113 n. 115. 

Die figurierten Zahlen 

III. Ordnung heiBen: 

1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120 .. . 

und sind identisch mit den drei- 
seitigen Pyramidalzahlen; fiir 
diese heiBt das allgemeine Glied 

o " ) und fiir die Summe wnrde 
gefunden {^^^)' S. die Prage 122. 

Fiir die figurierten Zahlen 

IV. O r d u u n g als Glieder der 
Summenreihe der dreiseitigen Pyra- 
midenzahlen erhalten wir also: 

1, 5, 15, 35, 70, 126, 210, 330 .. . 

mit dem allgemeinen Glied: 



("+') 



MSW. 



Antwort. Zunachst haben wir 
mit (Ueser Bezeichnung: 

F\ = l; n = 2i n= 3; n= 4 F;: = n. 



Fl = l; /^5 = 3; Fl= 6; /="5=10 
Fl = l; /=■,'-- 4; /"3=10; Ft = 20 






■;=( 



F\^l; Fi = b; Fl = lb; F\=^35 . . . . F^^ (" ~^ ^\ 



Cber tiguriorte Zahlen im besondeni. 153 

Somit ist Fl=n', Fj^=\ und 
FJ^=.F^--' 4 /=-J.._i; denn die Zahlen 
der K^ Ordnung sind die Glieder 
der I. Summenreihe der Zahlen 
K — 1|^ Ordnung; d. h. es muB 
sein: 

2 *lt 

/7r= Fx 1 + /Vc-i + Fi(-i = Fk-\- F'k 1 

Fk= Fk-i + Fic-i + F'k-\ + Fk-\ = Fk+ Fk-i 

Fk= Fk-\ + Fk-\ + ^ii<^i + Fk~-\ + /^^i = /^+ Fic-i 

r^n c*l I c"2 I 1 eft- 1 I pn c*/i — 1 i pit 

/ /c=^ ' /c-i + iK—i -f- • ' ' + rK-\ -r ' /^i = ' /r -r ' /r-i 






Frage 128. Wie groB ist die 

nt^ figurierte Zahl der Kten ^^t^,^^. Es ist: 

Ordnung T 



Um die Bichtigkek dieser Pormel 
zu beweisen, bemerken wir, daB 
nten^ flgurierten ^Z^^en fUr die 
4 ersten Ordnungen beziiglieh 

©. C t '). C t % C t ') 

sind. Hienach laBt sich erwarten, 
daB die n^ figurierte Zahl K^ Ord- 

wung \ K 7^**^- Wir wenden 

den Induktionsschfy^an. Wir be- 
trachten als bewiesen, daB der Satz 
fiir die Kti Reihe und fiir die n 
ersten Glieder der K-\- \^ Reihe 
richtig sei, und leiten nun aus 
diesen Voraussetzungen und aus 
dem Ge^etz iiber die Herleitung 
der Reihe das /z + 1 ^ Glied her. 

Nach der in der vorigen Prage 
ubgeleiteten Forniel 

nuiB sein: 
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Cber Sum m enrol hen im d figuriei-te Zahlen. 



Naoh unserer Annahnie ist be- 
wiesen, daB: 



n^ = (^+ i) nnd 

Ft' = f 



K ) 






= 1 A' 



Erivl. 79. Die figiirierten Zahlen sind 
schon von der Pythagoreischen Schule 
untorsucht wordon. Die alt est en Abhand- 
lungen dariiber sind verfafit worden von 
Nicomachus und Diophantus Im 
Mittelalter und spater wurden die friiher 
gefundenen Satze verallgemeinert durch 
Maurolycus (1675), die schw&bischen 
Mathematiker Benz (1621) und Faul- 
haber (1631), ferner durch Format (1636) 
und Pascal (ge^^torben 1692). 



Die Addition g-ibt: 

Nan ist aber nach Aufgabe 21: 



K J 



Uaher erhalten wir: 



F. 






n -r K-{- V\ 



■n- 1 



es Ijefolgt also />4-i dasse.be Bil- 
dungsgesetz. Daraiis folgt: Weiin 
der Satz richtig ist fiir siimtliche 
Glieder K^ Ordnung und fiir die 
n ersten Glieder A^ -j- 1 *^ Ordnung, 
so ist er auch richtig fiir das 
n~^\to Glied /C f U^I Ordnunp. 
Unser Satz gilt aber sicher fiir alle 
Glieder der IV. Ordnung; ferner 
gilt er auch fiir das I. Glied 
V. Ordnung, denn es ist: 



F^ - 

' 5 



c 






') - (1) - ' 



Nach unserer SchluBweise muB der 
Satz nun auch richtig sein fiir das 
II. Glied V. Ordnung; gilt aber fiir 
das II. Glied, so muB er auch 
richtig sein fiir III. Glied und bei 
Wiederliolung der SchluBweise fiir 
das I\\ Gli d, und schlieBlich fiir 
alle Glieder V. Ordnung. Ferner 
ist ' er Satz richtig fiir das I. Glied 
der VI. Ordnung, da: 



^•=(' -?-')=©- 



1 



ist. Daher gilt er fiir alle Glieder 
VI. Ordnung. Durch die Fortsetzunp 
dieser SchluBweise ergibt sich, daB 
der Satz fiir alle Glieder samtlicher 
Ordnungen gilt, also allgemein 
giltig ist. 



Ungeloste Aufgaben. 



155 



3. Ungeloste Aufgaben. 



Aiifgabo 367. Wie beiUen die 
ersteii 6 Siebeneckszahlen, und wie 
heiOt die allgemeine Form der 
Siebeneckszahlen I 

Aufgabe 258. Wie heilJen die 

ersten 5 Aehteckszahlen, iind wie 

heiBt die allg-'raeine Form der 
Aehteckszahlen ? 

Aufgabe 259. Wie heiBt die 

IV. Neiineckszahl, und wie die n^£ 
Neuueckszahl? 

Aiifgabe 260. Wie heiBt die 

V. Zehneckszahl, und wie heiBt die 
allgemeine Form dieser Zahlen? 

• 
• 

Aiifgabe 261. Beweise den Satz 
Die Summe zweier aufeinander 
folgender Dreieckszahlen ist st^ts 
eine Quadratzahl, und zwar das 
Quadrat von dem Stellenzeiger der 
groBeren. 

Aufgabe 262. Beweise den Satz: 
Die Differenz der Quadrate zweier 
aufeinander folgender Dreiecks- 
zahlen ist stets eine Kubikzahl, 
und zwar die dritte Potenz des 
Stellenzeigers der groBeren. 

Aufgabe 263. Wie heiBt die S^e 
dreiseitige Pyramidalzahl, und wie 
groB ist die Summe der 8 ersten 
dieser Zahlen t 

Aufgabe 264. Wie heiBt die 7*1 
viereckige Pyramidalzahl, und wie 
groB ist die Summe der 7 ersten 
dieser Zahlenf 

Aufgabe 265. Wie heiBt die 
13^ fiinfseitige Pyramidalzahl, und 
welclie Summe gibt die Addition 
der y ersten derselben? 

Aufgabe 266. Wie heiBen die 
10 ersten sechsseitigen Pyramidal- 
zahlen, und wie groB ist ihre 
Summe \ 



Aufgabe 267. Wie heiBen die 
12 ersten m seitigen Pyramidal- 
zahlen, und wie groB ist ihre 
Summe! 

Aufgabe 268. Wieviel Kugeln 
liegen in einer dreiseitig*n Pyra- 
mide, deren unterste Schichte eine 
Seite von 12 Kugeln half 

Aufgabe 269. Ein Haufen von 
Kugeln bildet eine abgestumpfte 
dreiseitige Pyramide; in jeder Seite 
der obersten Schicht liegen fiinf 
Kugeln, in jeder Seite der untersten 
Schicht zwolf Kugeln. Wieviel 
Kugeln hat der ganze Haufen! 

Aufgabe 270. Wieviel Kugeln 
liegen in einer vierseitigen Pyra- 
mide, deren unterste Schicht eine 
Seite von 20 Kugeln hat? 



Aufgabe 271. Ein 

Kugeln bildet eine 
vierseitige Pyramide; 
der obersteu Schicht 
Kugeln, in jeder Seite 
Schichte 20. Wieviel 
der ganze Haufenf 



Haufen von 
abgestumpfte 
in jeder Seite 

liegen acht 
der untersten 

Kugeln hat 



Aufgabe 272. Es sollen 3650 
Kugeln in einem fiinf seitigen Kugel- 
hauferi aufgestellt werden, so daB 
in jede Seite der untersten Schicht 
20 Kugeln zu liegen kommen. 
Wird eine vollstiindige Pyramide 
aufgebaut werden konnen oder nur 
ein Rumpf! Wieviel Kugeln 
kommen in dem letzten Fall in 
jede Seite der obersten Schicht f 

Aufgabe 273. Ein zwischen zwei 
parallele Wande aufgebauter pris- 
matischer ' Kugelhaufen von zehn 
Schichten enthiilt im Riicken 
18 Kugeln. Wieviel Kugeln ent- 
halt derselbe im ganzen? 

Aufgabe 274. Ein dachformiger 
Kugelhaufen von 15 Schichten ent- 
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Cber Summenreihen und figurierte Zahleu. 



halt im Biicken 25 Kugeln; wieviel 
befinden sich im ganzen Haufen? 

Aufgabe 276. Ein dachiormiger 
Kugelhaufen hatte im Biicken 
10 Kugeln; es fehlen jetzt die 
sechs obersten Schichten; wieviel 
Kugeln enthalt der Rest des 
Haufens, wenn er noch sieben 
Schichten hat! 



Aufgabe 276. Zwischen zwei 
quadratische Pyramiden, welche in 
der untersten Schichte je 576 Kugeln 
haben, wird ein Prisma aus Kugeln 
eingebaut, dessen Biicken 50 Kugeln 
erhalt. Wenn nun das Prisma 
10 Schichten hat, wieviel Kugeln 
befinden sich in dem ganzen 
Haufen ? 



Y. Ueber Interpolation. 



I. ErIMuternde Fragen mit Antworten iiber die Interpolation 

im allgemeinen. 



Frage 129. Was heiOt bei einer 
arithmetischen Beihe beliebiger 
Ordnung interpolieren oder ein- 
schalten! 



Vi ^2» ^s ' " ^T y* I -2^.-14-2, -sr.^^g . 



Antwort. In Frage 99 ist ge- 
zeigt wor.ien, daQ aus einer Beihe 
r^ Ordnung ^Tj, z^, ^8 • • • eine neue 
Beihe J'l, y^, J's • - • ebenfalls r^ 
Ordnung dadurch gewonnen werden 
kann, daB man nimmt: 

Ji =-2:1, J2 =-2r«4-i, J'8='2r2^-M» 

Ji = ^^71 + 1 usw., 

wobei n irgend eine ganze Zahl 
bedeutet. Nun laBt sich die Sache 
umdrehen ; man kann ausgehen von 
der Beihe y^^ J2» Js • • .» welche von 
der rten Ordnung sein soil, und 
verlangen, die Glieder einer neuen 
Beihe r^ Ordnung 

derart zu bestimmen, daB 

^.-r+i =yi 
^2^-f-i =y^ 



wird, und die Beihe laute: 

• ^'i-T J's ^2'T^-h2> ^S-T-hS • • • ^8<«r J'-l • • • • 

Hiebei miissen also zwisehen 
je 2 Glieder der gegebenen 
Beihe tt — 1 neue Glieder ein- 
gesehaltet oder interpoliert 
werden. Das Verfahren, welches 
die fehlenden Glieder liefert, heiBt 
Interpolation. Wir la-sen zu- 
naehst einige einfaehe Beispiele 
folgen. 
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(''her Interpolation. 



Aufgabe 277. Zwischen je zwei 
Glieder der Reihe 3, 5, 7, 9 . . . . 
sollen drei Glieder eingeschaltpt 
werden, dafi wieder eine Roilie 
I. Ordnung entsteht. Wie heiOt 
die Reihe? 



Auf losung. Hier baben wir ge- 
gegeben : J'l = 3, J^ = 5, Ja = 7 und 
da je 3 Glieder eingescbaltet werden 
sollen, so folgt fiir die neue Reihe 

Zi IZ^ ^;;j=3; 



^i» z^ 



z.. 



unbekannt sind z.^^ z^, z^; z-^ inuQ 
=J'2 = 5 werden; ferner sind un- 
bekannt Zq, ^7, z^; z, miiB ^^3=7 
werden; unbekannt sind 2^:0, ^n, ^12; 
dagegen muB sein z^^^ =^4 =9 usw. 

Nach Frage 60 kann das allge- 
meine Glied Zn einer Reihe I. Ord- 
nung dargestellt werden in der 
Form z„ = an-\'b^ worin n den 
Stellenzeiger darstellt, wahrend a 
und b zwei konstante GroOen be- 
deuten. 

Hier bekommen wir f lir /z = 1 : 
Zi=a.l + *=Ji =3 
und fiir n = b: 

z^ = a,bA-b =i= J2 = 5. 

Aus diesen zwei Gleichungen folgt: 
fl = V2 und b = 2'!2. 

Setzen wir n = 2, so folgt z, = l + 2V2 = 3\;j 

/2 = 3, „ „ z, = Vl,+2',=4 

'^ == 4, „ „ z^ = 2 -p- 2 2 = 4 , i 
u. s. f. 



»» 



j» 



yj 



»> 



Unsere neue Reihe lieiBt demnach: 
3, 3V2, 4, 4V2, 5 usw. 



Aufgabe 278. Zwischen je zwei 
Glieder der Reihe 7, 4, 6, 13, 25 
sind 2 Glieder so einzusehalten, 
rIaQ wieder eine Reihe II. Ordnun^ 
entsteht? Wie heiUt die neue Reihe? 



Auflosung. Unsere gegehene 
Reihe heiUt hier: 

Ji = 7, A = 4, J3 = 6 . . . 

und ist von der II. Ordnung; l>e- 
zeichnen wir die gesuchte wieder 
mit Zx, ^2, z. . , ., so haben wir: 



Z\ ^=yi; Z.2 und z^ unbekannt, z^~y^'^ 
z^ und Zq unbekannt, ^7 =^3; ^ 
und Zq unbekannt usw. 

Nach Frage 70 muB sich in 
der gesuchten Reihe das allg-e- 



Krliiuteriule Fnitieii "ii<l Aiitworteii liber die Interpolation. 
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Krkl. 80. Zur Bestinimung der GroBen 
/z, b und C hat man die 3 Gleichungen: 

16a-|-46H-r=4 

49fl + 76 -j- c ^ 6; dnrch Sublraktion folgt : 



15fl + 36 
33flr + 36 


3 
— 2 


18flr 


o 
5 



a 



18 



usw 



iiieine Glied Zj, darstellen lassen in 
der Form: 

z„ = an'^ -\- bn + c, 

worin n irgend eine der Zahlen 
1, 2, 3... vorstellt, wahr»md d^b^c 
konstante GroBen bedeuten; letztere 
lassen sicli bestimiuen aus den ge- 
gebenen Bedingiingen, daB fur: 

n=\ das Glied z^=y^ = l 

/^ = 4 „ „ z, = J2 = 4 und 

^ = 7 „ „ ^7 =y?. = 6 

werden soli; dies liefert namlich 
(.'as System von Gleichungen: 

7 = fl.l2-f 6.1 + r 
4=0.42 _!_/,. 4_^^ 

6 = fl . 72 4- 6 . 7 + <:, 
woraus sich ergibt: 



" = 18' * = 



4^ 

18' 
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18' 



Hienach ist: 

5^^ 43/2 + 164 

18" 



2« = 



Nehmen wir nun /z = 2, so folgt 

4 4 

-2^2 =-5-; n=Z gibt -2^3 = 4-; /z = 5 

1 7 

gibt ^'> = 4-; /2 = 6 gibt ^6=4 

u. s. f. 

Die gesuchte Reihe lautet also: 

4 4 17 

7, 5 , 4-, 4, 4 , 4 -, 6 usw. 



9' 9' 



9' 



Anfgabe 279. Zwischen je zwei 
Glieder der Reihe 8, 5, 4, 4, 4, 3.. 
soil ein Glied eingeschaltet werden, 
daB wieder eine Reihe III. Ord- 
nung entsteht. Wie heifli die 
Reihe \ 



Auflosung. Wie in den beiden 
vorigen Beispielen nehmen wir: 

yx =- 8, A = 5, J's = 4, J', = 4 usw. 

und suehen z^ -^2, ^n • • •> daB Zi=yi, 
^n =y>y Zu = Jm, Z-: =y, wird. 
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t;ber Interpolation. 



Erkl. SI. Zur Bestimmun^ der 4 GroCen 
Oy b, c und d dienen die 4 Gleiclningen: 

343flH-49^+7r+flr = 4 

125fl + 25^-f 5r4-<Z = 4 

27a-i- 9^-1- ^c-\-d=b 

a-\- b -\- r+fl^-8; daraiis 



Setzen wir nach Prage 82 fiir 
das all^emeine Glied der g-esuchten 
Reihe III. Ordnung: 

Zn = an'^ -\- bn^ + en -\- d, 

so lief em /i = 1, 2, 3, 5 und 7 die 



218a+24A-f-2r 


— 


4 Gleichungen: 


98a+16A-f-2r 
26a-h 8A + 2r 
120fl+ %b 


1 

»— • CO »-« 

1 
1 1 


fl.l' + *.l'' + f.l +d—yi —8 


72a -f 8A 


— 2 


fl.5=' + *.5* + <:.5 + </— J'g — 4u. 


48a 


--= ^^ usw. 


a.V + b.V-\-c.^^d—y^ — A. 


a 


Die Auflosung dieser Oleichung 
ergibt : 






1 , 21 ^ 143 . 507 
'^ 48'* 48'" 48"-'' 48 



n 

9 <• 



Hienaeh ist: 
Zn = lA — ^^ + 21 /z2 — 143/1 -f 507 

und wir erhalten fiir /z = 1, 2, 3, 
4, 5 . . . folgende Werte: 

8, 6^g, 5, 4 — , 4, 3—, 4 usw. 

womit die Aufgabe gelost ist. 



Frage 130. Welches Interpola- 
tionsverfahren liiBt sich aus den Antwort. SoUen in der Reihe 

vorigen Beispielen ableitent r^^'' Ordnung J'ljJ^jjJ's usw. zwischen 

je 2 Glieder n — 1 Glieder einge- 
schaltet werden, daB wieder eine 
Reihe rter Ordnung ^i, z^, Zj... 
entsteht, so fiihren wir nach 
Frage 96 fiir das allgemeine Glied 
Zn dieser Reihe eine ganze Punk- 
tion A"^ Grades der Stellenzahl/7 ein: 

.. ^ Zn = an'' -\- bn''-^ + \-pn-{-q. 

Zur Bestimmung der ^4" 1 Kon- 
stanten a, b, c , . ,p, q dienen dann 
die r -\- \ Gleichungen: 

V,=z,=aA''-{-b,V~'^ \-p.\J^q 

y, = z^^i = a(n-{-\Y-{^b{n+ ly- * H [.p(^„j^i)j^q 

y, = z,„^, =a{27i + ir + b(27T + IV » H \^p(2n + l)-rq 

yr+i =- z„ H ^ air" + lY + b(rn + \Y ' -^ \. p(r7, -!- 1) -f- <7. 



\ 



/ 



o-^utts. 




Huf gaben -Sdmmlung 



-- ifiM MSii8« QSelMer AiMim, f^ 

mit 



ni btwkklnig der boootzteB Sitse, VDrmeli, iDgeln ii FngM md Antwortei 

erliutert durch 

viele Holzschnitte ft lithograph. TafelOt 

aut alien Zweigen 

der Redienkanst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, d)eneii und sphftrischen 
Trigonometric, synthetischeA Geometrie etc) u. h51ierai Matiiemaifk (hdhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Geometrie der Ebene u. des Raumes etc.) ; — 
au8 alien Zweigen der Physfk, Mechanik, Qraphostatik, Otcniie^ Qeodflsie^ Nautik, mathemat 
Qeographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Wasser-, Brfidcen- u. Hoch- 
ban^; der Konstruktionslehren als: darstell. Geometrie, Pokf^ u. Parallel-PerBpective^ 

Schattenkonstmktionen etc etc 

ttr 

Schuler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militars eta 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studlum, zur Forthiife bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

DPb Adolph Kleyer, 

MathenifttUKr, fwdddtr Ukiigl. preuttiKher Fetdmesser, vereideter grotsh. IwIkI ic i Oc o i uc te f 1. Klasie 

in Frankliurt a. M. 
MItwirkung der bew&hrtesten Kr&fte 



Der binomische und polynomische Lehrsatz, die arithmetischen 
({eihen hoherer Ordnung und die unendtichen Reihen. 

Zum Selbststudium und dem Oebrauch an I.ehranstalten. 
Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. A. Hai 



Heft 11 



Bremerhaven. 

Verlag von L v. Vangerow. 



Das voUstHndige Inbaltsverzeichnis der bis jetzt ersehleneuen Hefte kanii 

durch Jede Buchhandlung be/oereu >verden. 



Dus Lehrbaeb fiber den binomiscbeii und polynoinisc*hen Lebrsatz ist 



Krljluternde Fnifjon und Antworten ilher die Interpolation. 
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Durch Auflo iingdieserGleichiingeii 
erbalten wir a, b, c . , . p und q^ und 
damit den Zahlen- Ausdruck fiir 
das allgemeine Glied Zn\ wird jetzt 
nooh nach einander // = 1, 2, 3, 4... 
gewahlt, so erhalt man aus dem 
genannten Ausdruck die Glieder 
der gesuchten Reihe. 

Man sieht daraus, da£ dieses 
Interpolationsvertahren auf die Auf- 
losung eines Systems von /"-t- 1 
linearen Qleichungen hinauslauft, 
wenn die gegebene Reihe von der 
ftefi Ordnung ist. 



Frage 15U. Welcher andere Weg 
laBt sich beim Interpolieren ein- 
selilagen? 



Erkl. 82. Vertauschen wir wie friiher 
in der nebenstenden Formel den Huchstaben 
n durch JC, so folgt: 



JC— 1 



yx -=yi +{'' 1 )a>'+ C" 2 f^'^y^ 



-h-'-f-C' r )Ay 



Oder nach x geordnet: 

yx —axr-^-bxr-^ -\ \^ px-\- q, 

so konnen wir der unabhangigen Verander- 
lichen X ncht nur die ganzzahligen Werte 
1, 2, 3 . . . beilegen, um y^y y^j y^ - • ■ ^-u ©r- 
halten, sondem auch jeden beliebigen Bruch- 

Wert -J, 

Geometrisch betrachtet, liefert 
yx = axr^bxr-^ -I ^px-\-g 

eine Parabel und die Abszissen jr — 1, 2, 
3, 4 . . . mit den zugehorigen Ordinaten 
yij yt^ y^ ' ' ' bestimmen auf dieser Knrve 
die Punktreihe P„ P^, P3 . . . 

Teilen wir auf der Abszissenachse die 

Strecke von x~l bis x=2 durch die 

4 5 

Punkte X— und x—' in drei gleiche 

Teile, so sind die aus obiger Korinel be- 

rechneten Werte j'*;, und j/*., die au den 

beiden Zwischenpunkten gehorigen Ordina- 

ten; dadiirch werden auf der Kurve 

z^schen Pj und P., zwei weitere Punkte 

, ■ 7 

g'cwonnen; geradeso wiirden Jf = ., und 

Haai, Der binomisehc Li>Iir8utz. 



Antwort. Man kann aus der ge- 
gebenen Reihe J'l, y^, y^ usw. die 
Anfangsglieder der Differenzen- 
reihen bilden Aj'i, AiVi ^i- s. f. 
bis AO'i. Dann ist nach Frage 94: 

yn=yr+iri-l)::^y,+("-^)A% 

+ •"('-''! Ay. 

Wir haben diese Formel bisher be- 
niitzt, um bei gegebenen Werten 

von yi , A y^y A !Vi . . . A yi die 
Qliedcr der Hauptreihe zu berechnen; 
hie' ei war die GroBe n — der 
Stellenzeiger des zu findenden 
Gliedes — immer eine ganze Zahl. 

Es laBt sioh obige Formel 

aber auch anwenden, wenn 

wir n nicht als eine ganze 

Zahl, sondern als einen un- 

echten Bruch nehmen; z. B.: 

4 5 7 
= 0,0,. J usw.; dann sind J/4,, j^*,,, 

y-.,,.. nach dem gleichen Gesetz 

gebildet wie J^i, J? . . . oder es sind 

y*,yy\, zwei neue Glieder, welche 

in der gegebenen Reihe zwischen 

j/i und y* eingeschaltet sind. — 

Wiirden wir ein anderes Mai setzen: 

9 10 11 ., „ 

^ 4> 4 » 4 » s<> waren y\, J/- 4, y^' , 

drei Glieder, welche zwischen y^ 
und /:i eingeschaltet sind. 

11 
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Cber Interpolation. 



8 
Jt = - xwei neue Pankte zwischen Pi und 
o 

P, ergeben u. s. f. Die Einschaltung irgend 

eines Qliedes y . , wo k>l ist, bedeutet 

also geometrisch, zu der Panktreihe Pi, P«, 
P, anf der parabolischen Kurve noch einen 
weiteren P^inkt Pj^ zu bestimmen. 



2. Das Newton'sche Interpolationsverfahren. 



Frage 132. Welches Interpola- 
tionsverfahren lief em die vorigen 
Betrachtungen ! 



Antwort. SoUen zwischen je 
2 Glieder der Reihe J'l, J'j, J's . . . 
71 — 1 Glieder eingeschaltet werden, 
so berechnet man die DifFerenzen 

Ayu Aj'i, A!Fi... bis AO'i und 
setzt in der Interpolation s- 
f ormel: 



yn = y, r(n-i)A.v, + ("2 ^) /.*.♦/.+ H-(**^*').V!!r....«42 



fiir n successive die Werte: 

n + i /I + 2 2;^ — 1 2^7 -fl 2>i + 2 



nsw. 



;i 



71 



7t 



Erkl. 83. Dieses Verfahren wurde von 
Newton angegeben; es findet sich in 
seinem Werk: Philosophiae naturalis prin- 
eipia mathematica. Bd. III. Tjemm. 5. 
London 1687. 



die hiebei auftretenden Werte 



y.-^i y.^i 



iisw. 



n 



sind dann die einzusehalteuden 
Glieder, so daB die erweiterte Reihe 
lautet : 



;T .T .T 3€ 



Aufgabe 280. Mittelst des vorigen 
Verfahrens die Aufgabe 277 zu 
losen. 



Auflosung. Aus der gegebenen 
Reihe 3, 5, 7, 9 . . . erhalten wir 
J', =3 und Aj'i =2; daher ist: 

J'. = 3 + 1//- 1)2 
J'i'. = 3^^.2 = 3V, 
J.^ = 3 + ^.2 = 4 
Ji». = 3--Vi.2 = 4S 



Daher lautet die gesuchte Reihe 
3, 3* J, 4, 4* 2 usw. 



Das Newtoiische Interpolatitmsverfahren. 
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Aufgabe 281. Desgleichen die 
Aufgrabe 278 zu losen. 

Erkl. 84. Bilden wir zur gefundenen 
Reihe die Diff ereix- '*** : 



Anflosang. Au8 der gegebenen 
Beihe 7, 4, 6, 13 . . . bilden wir: 



7 

4 
6 



— I 



'9 
/9 



'i 



*/ 



SO sehen wir, dafi sie von der 11. Ord- 
nung ist mit der konstanten Differenz 
^/s, w&hrend jene d^ gegebenen Reihe 
= 5 ist; wie der Satz der Frage 99 
•6 fordert. 

Denn aus A''J'i = A''^i -^''tolgt: 

Hier ist A^Ki = ^ J ;i = 3 und 
/" = 2, somit m«£ sein : 

A 2, - 3,— ^. 



6+5 

13 

und erhalten J'i = 7; Aj'i= — 3 
und A!Ki=5; hieraus folgt: 

>-, = 7 + (/I - IX-S)^^ ~ ^)5 



y'.= 



Und speziell: 



• 5 = 5Vs 



A, 



J^.'.= 



y'i.= 



7+|(-3) + ^^/— 2^''^.5 = 4V, 



/9 



7 + |(-3)+*(».-/?.5 = 4V, 



7+|(-3) + '^^» 



• 5 = 4',; 



Aufgabe 282. 
Aufgabe 279. 



Desgleichen die 



Daher lautet die neue Beibe: 

7, 5V., 4V9, 4, 4Vn, 4V», 6 . . . 



Aaflosmig. Aus der gegebenen 
Reihe &, 5, 4, 4, 4 . . . foigt: 

-1 —1 



5 
4 
4 
4 



;». =8, A J. = - 3, A% - 2, A'% =-- - 1 



1 -. . '. 
1 



J'iw = 8+^1-3) + 



2 O— =^ 



1/ 
ri 



O 



3' 

/•i 



3 



11' 
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Cber Interpolation. 



J'2V. = 8 + |(-3) + '(^'^.2 



3 1/ 

\ • 2 



3 



= 4Vxe 



>'»■.= 



8+|(- 



3)+- •;^2 



/2 2 /2 

1 • 2 • 3 



= 3"/ 



16 



Erkl. 86. Die gefundene Eeihe liefert 
liefert die Differenzen : 

8 



Hi ' '^ 

4 + /»« 



Unsere Reihe heiBt hienach: 

8> 6'/if;, 5, 47li5, 4, 3^'/ J,;, 4.. 



»/ 



-V 



V 



2/ 



16 
16 
16 
16 



Die konstante Differenz III. Ordnung ist 
^ — */g, w&hrend jene der gegebenen 
= — 1 ist; den Zusammenhang dieser zwei 

Grdfien Uefert hier die Formel A^2i=^ir 
= ~3- = - g- Siehe Frage 99. 



Aufgabe 283. In der Reihe der 
Kubikzahlen 1, 8, 27 . . . sollen 



Auflosuiig. Aus4» = 64, 5^^=125, 



zwischen 4^ und 5« drei' Glieder 6' = 216, 7^^ = 343... bilden wir: 
eingeschaltet werden. 



49 1 

Krkl. 86. Die Reihe 64, 76--, 91^-, 

64 8 

107---, 125 liefert als konstante Differenzen 
64 

III. Ordnung den Wert 0,09375; warum muB 

dieser Wert auftretcn? 



n 



j„==64 + (/?-l)61-i - 



64 

61 
125 , :iO 

91 6 

216 „ 36 
_ 127 6 

:J43 ,^^ 42 

„ 169 
512 

und erhalten /i=64, A>'i=6'' 
/r>i=30 und A*J'i==6. Daraus 
folgt: 

2^1 2 3 



J'fl = 64 + (« — 1)61 +(«— IXrt — 2)15+(rt — 1)(/J — 2)(n- 3> 

Dalif^r * 

^ 76^, = 76,765625 = 4,25 ' 
d4 



Das NewtouHclie Interpolationsverfahren. 165 



= 91], =91,125 = 4,5=' 



— +r"+!(-i>+4(-0(-4) 



= 107 11 = 107,171875 = 4,75^ 
64 



Krkl. 87. Die Interpolation fiiidet aua- 
gedehnte Anwendun^ sowohl in der Mathe- 
matik als aiich in den Natiirwissenschaften. 
In den verschiedenen Tafelwerken, z. B. 
l.ogarithinentafeln, Astronomischen Jahr- 
bucbern, physikalischen Tabeilen etc., findet 
man die Zahlenwerte ^twisner Funktionen f iir 
einzelne numerische Werte der verander- 
lichen Gr5i2e angegeben, z. B. die Loga- 
ritbineii der Zahlen von 1 bis 1000, die 
Werte von Sinus fiir i^anze Grade. Da 
man nun in der Anwendung die Werte der 
Funktionen auch fiir solche Werte braucht, 
die gerade nicht in der Tafei angegeben 
sind, so niuli man Mittel baben, um aus 
den gegebenen numerischen Werten einer 
Funktion dieseibe auch fiir jeden be- 
liebigen Wert der Verftnderliclien berechnen 
zu konnen. 

In den Naturwissenschaften liefern sehr 
oft eine Keihe von Versuchungen und Be- 
obachtnngen dadurch eine korrespondierende 
Reihe von Zahlenwerten, daC man der un- 
abhfingigen veranderlichen GroUe nach und 
nac'li gleiohniJiCig fortschreitende Werte bei- 
legt; man lalSt z. B. den Druck je um 
1 Atmosphare. oder die Zuit von Stunde zu 
Stunde. oder die Temperatur von Grad zu 
Grad sicU findern. Dann handelt es sich 
darura, aus den Beobaclitungsresultuten auch 
Zwirtchenresultate, z. B. fiir Bruchteile von 
Atmospharen und Stunden, durch Rech- 
nung zu erhalten. 

Hiei-zu dient die Interpolatiousrechnung. 
Indem Ae die gegebenen numerischen 
Werte als Glieder einer arithmetischen 
Reihe betrachtet, denkt sie sich die ver- 
iin<lerliche GroCe. durch eine ganze rationale 
Funktion der unabhangigen Veranderlichen 
dargestellt; an die Stelle der wirklichen 
Funktion, die man sehr oft gar nicht kennt, 
J^etzt sie also eine solche, welche nach ganzen 
Potenzen der unabhangigen Veranderlichen 
fortschreitet. DaU dies nicht immer zu- 
lassig ist, beweist die Differenzialreohnung. 
Siehe Haas-Kleyer, Differenzialreohnung 
II. Toil. Tavlorscher Lehrsatz. 
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Uber Interpolation. 



Anfgabe 2Si, Man hat durch 
Versuche gefunden, daB fiir die 
Spannkraft des Wasserdampfes den 
Temperaturen 1», 3», 5», 7', »** die 
Zahlen entsprechen : 0,1422 ; 0,1741 ; 
0,2122; 0,2571; 0,3101; 0,3721; 
0,4445 und soil nun hierans die 
den Temperaturen 2**, 4*, 6" . . . ent- 
sprechenden Zahlen berechnen. 



Auflosung. Bezeichnen wir die 
Zahlenwerte 0,1422; 0,1741 usw. 
nait J'l, J'j, J'g . . ., so entspricht )li 
der Temperatur 1", J'« der Tempera- 
tur 3", Jfs jener von 5* usw. Die 
Zahlenwerte, welche den Tempera- 
turen 2**, 4", 6* entsprecheuj sind 
offenbar die Glieder, welche in 
der gegebenen Beihe zwischen J/i 
und Jft; yt und J'g usw. einge- 
schaltet werden konnen. Wir 
haben demnach die Aufgabe, in 
der gegebenen Reihe zwischen zwei 
Gliedern je ein Glied einzoschalten. 
Durch Bildung der Differenzen- 
reihen folgt: 



y* 



y 

0,1422 
0,1741 
0,2122 
0,2571 
0,3101 
0,3721 
0,4445 



0,0319 
0,0381 
0,0449 
0,0530 
0,0620 
0,0724 



0,0062 
0,0068 
0,0081 
0,0090 
0,0104 



l\'y 

0,0003 
0,0013 
0,0009 
0,0014 



Nimmt man die Glieder der dritten 
Differenzenreihe, da dieselben nor 
sehr wenig von einander abweichen, 
als konstant und gleich 0,0012 an, 
so hat man: 

/, -0,1422; A J'l =0,0319; 
A 'J'l =0,0062 und A !)' = 0,0012. 

Die Newtonsche Interpolations- 
formel liefert fiir n=\ -\- • 



V 



IT 



=.)', + .!,•;. ji 



■K-2-'),,. ,;(2-')(2-0.. 

/ \ ~I 



1.2 



A:r.4-- - 



1.2.3 



(xler: 



y^+{ 



.v.4-;aj'. + "^","'^A-!i'. + -^-" 



2) (" — 4) , 3 



48 



.A'^i 



A'^-i 
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Fiir die obigen Werte von Ji, 
Aj'i usw. erhalten wir: 

J', + r = 0,1422 + 2- . 0,0319 + -5^ g- .0,0062+ ^ - '^ -- ^0,0012 

Oder ausgerechnet und zusammen- 
gezogen: 

J V = 0,1422 + 0,0146'' + 0,000625'''^ + 0,000025''^ 

• 2 

hieraus f olgt fiir '' ~ 1 : 
yvi, = 0,1422 + 0,0146 + 0,000625 + 0,000025 = 0,1574 

'' = 3 ergibt: 
y^i. = 0,1422 + 0,0146 . 3 + 0,000625 . 9 + 0,000025 . 27 = 0,1923 

'=5 lief ert Jg'/. = 0,2339 und 
r = 7 „ Jt./, = 0,2836 usw. 

Die gewiinschten Zahlen sind 
bienach : 

0,1574: 0,1923; 0,2339; 0,2836 . . . 



Aufgabe 285. Eine Tafel ent- 
halt die gemeinen Logarithmen von Aaflosung. Der gemeine Loga- 
1 bis 1000 auf 7 Dezimalen. Man rithmus von 987,65 hat die Kenn- 
soll den Logarithmus von 987,65 ziffer 2 und eine Mantisse, welche 
auf ebensoviel Stellen bestimmen. bestimmt werden mufi. Aus der 

Tafel nehmen wir die Logarithmen 
von 987, 988, 989, 990 und 991, 
und bilden die Differenzenreihen ; 
dabei erhalten wir: 

' Ay 

log. 987 = 2,9943172 ^ ^y 

988 = 2,9947569 ^ -0,0000003 

989 = 2,9951 63 ' - 0,0000005 
990-2.9956352 — -0,0000004 
991 --- 2,9960737 

Nehmen wir die zweiten Differenzen 
als konstant und = — 0,0000004 an, 
so haben wir zunaclist: 

J, =- 2,9943172; Aj'i "- 0,0004397 
iind AtVi = — 0,0u00004. 



»♦ 



J» 



J> 
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Clier Interpolation. 



Die NewtonseJie Interpolations- 



formel liefert bier fiir n = \ -\~ 



!• 



iwr 



r 



r 



y^+m-y^ 



100 



•AJ'i 



iooVioo V ,, 



1.2 



l\% Oder 



3()V100 ~V 



2,9943172 + ^^ . 0,0004397 — ^^^ 



= 2,9943172 + 0,000004399'' - 0,00000000002 '-. 



. 0,0000004 



Krkl. 88. Wenn wir zwiscbeii y\ iind Ja. 
d. h. zwischen log. 987 und log. 988 in der 
obigen Keihe 99 Glieder einschalten, so 
sind die eingeschalteten Glieder die Loga- 

rithmen der Zahlen 987,01; 987,02; 

987,66; .... 987,99; hier ist nur log 987,65 
geaucht oder das Glied >'i"/,oo» welches nach 
der Newtonschon Formel berechnet wird. 



Fiir '==65 erhalten* wir jetzt: 

.^i- .... ^ log. 987,65 = 2,994603051 

oder auf 7 Deziiualen abgerunclet: 

log. 987,65 = 2,9946031. 



3. Das Enckesche Interpolationsverfahren. 



Frage 133. Wie lassen sich fiir 
die Interpolation beqiiemere Formeln 
gewinnen! 

Erkl. 89. Der deutsclic Astronom 
.T o h a n n Franz P^ n c k e , geb. 1791 zu 
Hamburg, gest. 1865 zu Spandau, ver- 
offentlichte sein Interpolationsverfahren im 
Berliner A s t r o n o mi s c h e n .T a h r - 
buch 1837. 



Antwort. Der Gedanke, welelie 
der Vereinfachung zu Grunde ge- 
legt wird, konzentriert sich darin, 
nicht das Anfangsglied der Haui)t- 
reihe und die ersten Glieder der 
Differenzenreihen bei der Inter- 
polation zu verwenden wie bei der 
Formel von New^ton, sonderu es 
soUen Glieder aus der Mitte der 
Reihen genommen werden, urn 
daraus und aus der Stellenzalil 
eines Gliedes die Formel fiir das- 
selbe zusammenzusetzen. 

Wir beschranken uns hier auf 
die Angabe der M e t h o d e von 
E n e k e , welche in der Praxis 
wolil am haufigsten angewendet 
wird. 



Frage 134, Wie liiiit sich das 
Enckesche Interpolationsverfahren 
ableiten? 



AntnorL W^ir nehmen an, eine 
Funktion / {x) der unabhangigen 
GroQe a:, — wir nennen diese von 
jetzt ab das Argument — ergeben 



Das Enckesehe lntei*polatioiiRvei*falireii. 
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Krkl. 90. Der Lieser wird gebeten zu 
beachten, dafi die Differenzenreihen hier 
geradeso gebildet werden wie wir friiher 
ftus yx, yt, y^y j/4 usw, Aj',, Aj^,.. Aj^, • • • 
unU aus letasteren A1Ki» A^Vsr AlKs usw. 
gebildet haben; es ist hier fiir diese Diffe- 
renzen nur eine andere B ezeichnuiig 
emgefuhrt. Daher behalt auch die 
Formel fiir das allgemeine Glied 
ihre Giltigkeit fiir unserc neuon 
Differenzenreihen. 



fiir X den Wert y\ dann haben wir: 

Wir lassen nun die Argumentwerte 
eine arithmetische Reihe bilden 
nut deni Anfangswert a und der 
konstanten Differenz W; d. h. wir 
setzen in die obige Fui.ktion fiir x 
nach und nach die Werte ein: a, 
a f iv, a -f 2h', a^- iw usw. und 
a- w, a — 2w, a — Sw usw. die 
Werte, welche die Punktion hiebei 
liefert, sollen bezeiclinet werden 
durch /(a), /(a -\- w\ /{a + 2w') . . . 
Oder /(a — w), /(a — 2w),.. usw. 
Jedes beliebige Argument x kann 
man dann durch a '\- nw bezeichnen, 
wo jetzt n die veriinderliche GroBe 
ist, und die zu diesem Argument 
gehorige Punktion geben wir dann 
durch /{a -h n w). Die Differenz von 
zwei aufeinander folgenden Funk- 
tionenwerte 

/{a ^-nw) und /(a ^ ./z + l)w 

soil durch /^ la-\-n-\-^j bezeichnet 

werden, indem man, um anzugeben, 
zu w^elchen Funktionenwerten diese 
Differenz gehort, unter das Funk- 
tionenzeichen das arithmetische 
Mittel beider Argumente setzt und 
dabei den Faktor w weglaBt. So 



driickt 



die Differenz von 



f{a) und /{a i- w); /^(fl + ^) 



die 



Differenz von /{a -K w) und/(fl + 2w) 
aus. Das gleiche gilt auch von 
den lioheren Differenzen, deren Ord- 
nung durch den Akzent rechts oben 
au8gedri:ckt wird. So ist z. B. 
f^Uo i 1) (lie Differenz der beiden 



ersten Differenzen 



und 



/'(« + :]) ; /"' (« + 2) i«t der Un- 

terschied der beiden zweiten Diffe- 
renzen /^^(fl' -r 1) und /^' {a -\- 2) usw. 

Auf dicvse \Veise erhalten wir 
folgendes Schema der Argumente, 



1/0 



Cber Interpolation. 



der zu diesen gehorigen Funktionen- 
werte und der Differenzen der 
letzteren : 



Argument Funktion 



I. Diff. 



IT. Diff. 



III. Diff. 



IV. Biff. 



V. Diff. 



a — Zw f(a — 3w) 
a — 2w ^/(a — 2w) 
a — w f{a — w) 



/'(-D 



3x1 /"(a -2) 



a 



Aa) 



/"(a-1) 



a-\-w /{a+w) 
a-\-2w \/(a-\-2w) 






a + Sw \Aa-\-Sw) 



:>'(-D 



/"(a + l) 
/"{a + 2) 



/"'(a + ~) 



• • • 






Alle Differenzen, welehe dieselbe 
Grofie unter dem Funktionenzeichen 
haben, stehen hier auf derselben 
horizontalen geraden Linien, z. B. 

/'(^ +0, /'"(«+ i),r(«+^) 

/(a- 2w), f"{a — 'll Die Diffe- 
renzen der ungeraden Ordnungen 
haben alle als Qrofle unter dem 
Funktionenzeichen a plus einen 
Bruch mit dem Nenner 2. 

Wird jetzt ein beliebiger Wert 
des Argumentes x mit a -{- nw be- 
zeichnet, wo man a stets so wahlen 
kann, daB n ein echter Bruch 
wird wwA f (a -\-nw) zwischen /(fl) 
und fia+w) fallt, so gibt die 
Newtonsche Formel: 



t(a^-nw)^f(a) ^ Q//(^a + ^^ + Q///(a + i) + Q////(^a-|-|) 



+ 



Q)/"a + 2) + 



Wir iindern nun diese Formel so 
uni, daB darin bloB Differenzen 
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vorkommen, welche auf einer hori- 
zontalen geraden Linie stehen, so 
daB, wenn'man von dem Wert/(fl) 

ausgeht, die Differenzen /^ I ^ + 9 ) » 

f"{a\f"(^a + ^), f'^{a) usw. an- 
zuwenden hat. Es miissen hienach 
f'ia + 1), f" (a + 1), /"'(a + 2) in 

/"(a),/"(a + |), /'^(fl) U8W. au8- 

gedriickt werden. 
Wir haben aber: 

f"{a + 1) =/"(fl) +f"'(^a + 1) 

^'"('' + 1) ^-^^C'^ + O +/"'^« + l)=-^"'('^ + 2) +/'"<«)+/"(« + !) 
//^(a + 2) =/'^(a + 1) ^/''(fl +1) = /'"(fl) +r (a i- 2) +/^ (a + 1) 

+r'{a + 1) 



=/"(«) + 2/*' (a +2)+/ 



VI 



(a) 



/"(a + l) =/»'(^a+3^+/^'/(a + 2)=/''(« + ^)+/'''(a + l)+/»'^.(fl i-2) 



Hieraus folgt: 



/(<. + «».)=/«,)+(0/'(a+^)+Q[/"W+/"'(o+J)j 

+ (°)k"'(''+2)+^"'""+^''(° + 2)j 

+ 1© + ©K'^""+ (© + K4) + ©)/"(" + 2) + • • • 
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Tber Interpolation. 



Nun ist aber: 



©+©=(°t') 

o + © - c r ) 

© + 2 © + (?) = © + © + © + © 



Daher wird: 






Dies ist die Interpolations- 
formel von Encke in der all- 
gemeinen Gestalt. Die Art 
ihrer Anwendung sollen folgende 
Beispiele zeigen. 



Aufgabe 286. Berechne den Lo- 
garithmus von sin. 0^ 34' 36" aiis 
einer Tafel, welche die Logarithmen 
der Sinus von ganzen Minuten 
enthtilt. 



Auflosung. 0^ 34' 36" = 0<^ 34',6. 
Nun erhalten wir mit der Tafel: 



Erkl. 91. Hier sind die Argumento 
die Minuten BO', HI'. 32' . . . ., somit 
ist hier w =^ 1] die Funktion / ist der 
Sinuri des Arguments. Um 34' 36" dar- 
zustellen. setzen wir: 

34' 36" -:r-. 0« 34',6 == 34' + . 6 . 1 

uud nehmen a = O^M'. w~ I und 
n = 0,6. Es muXJ hienach zwischen 
/(34') und / (35') das Glied / (34.()') 
interpoliort werden. 



sin. 0" 30' = 7 
0"31'= 7 
0''32'= 7 



Q'}/ 



0" 33 



/ 

94084 

95508 
96887 
98223 
99520 
00779 
02002 



/' /" f" 



1424 
1379 
1336 
1297 
1259 
1223 



-45 
-43 
-39 
-38 
-36 



2 

4 

1 
*> 



0"34'= 7 
0"35'= 8 
0"36'= 8 

Fiir a = 0* 34' ist 
f(a) = 7 . 99520; f'(a + ^\ =0.01259; 
///(fl)=— 0.00038; 
//"(«+ ^^,)=0. 00002. 



Das Enrkesclio InterpolationHverfaliren. 
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Betrachten wir die dritten Diffe- 
renz n als konstant and nehmen, 
da i^ = 1 ist, n = 0,6 an, so er- 
balten wir: 



/(34,6') =/{34') -L 0,6/^(34 + 2) + (^f )/"(34) + (^f)/'"(34 + l^ 

=/(34') + 0,6/' (34 + 2) - 0,12/" (34) - 0,064/"' ^34 + g) 

= 7 . 99520 + . 007554 + • 0000456 - • 0000013 
= 8 . 0027983 oder abgekurzt = 8 . 00280. 



Somit beiQt unser Resiiltat: 
log. sin. 34' 36" -= 8 . 00280. 



Aufgabe 287. Fiir die heliozen- 
trische Lange des Planeten Merkur 
Bind folgende Werte bekannt: 

Januar 0. 303* 25' 1",5 

2. 310" 6'51",5 

4. 317" 7' 29" ,5 

6. 3240 29' 39",9 

8. 332''16'17",2 

10. 340" 30' 20",6. 

Berechne die Lange fiir Januar 7-12*. 



/ 
Jan. 0. 303" 25' 1",5 



/' 



Auflosung. Das Interval! in der 

gegebenen Reihe der Argiimente 

betragt 2 Tage, und vom 6. Januar 

0* bis 7. Januar 12* sind es 

V > Tage; setzen wir a = 6, w=2, 

3 3 

so folgt n= _ und a-\nw = 6+ .w. 



f(^+\A zu be- 



4 - 4 

Wir haben also 

rechnen aus /(6), /^(6+ g)* /^^(6), 
Die Differenzenbildung ergibt: 



usw. 



»» 



2. 

•F) 6. 

8.' 
10. 



5» 



»1 



310« 6'51",5 

317" 7'29",5 

324* 29' 39",9 
332* 16' 17",2 

340* 30' 20",6 



-I- 6" 41' 50" ,0 

7" 0'38",0 

7" 22' 10" ,4 

7" 46' 37", 3 
8*14' 3",'. 



/" 

+ 18' 48" ,0 

21' 32", 4 

25' 26", 9 
27'26",1 



/ 



/// 



/ 



IV 



+ 2' 44" ,4 
2' 54" ,5 
2' 59" ,2 



f 10", 1 
+ 4",7 
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Cher Interpolation. 



Somit ist: 

/1 6) = 324'>29'39'',9 

f (a + ^ = 7H& 37" ,3 

f"{6) = 24' 26" ,9 

/'"(e + 2) ^ ^' ^^"'^ 
Die Enckesche Formel liefert hier: 



/(e + I-) -/(6) + 1 ./' (6 + 1) + Q)fm + (^^) /-(a + 1) 



+ 



dO-^^'^"^- 



Nun ist: 



3 
32 



(^)~24( 4)" 

/V4\ J 7 3/_l\ _ 7 
V3/ 2.3"4'4V 4/ 128 

/7.\ _1 7 3 / l\/_5\ 
\i} 2. 3. 44 4V 4/V ij 



35 



2048' 



somit: 



/(e + 1.) 



324^29'39,9" + ^ 7^ 46' 37",3 — ^^ 24' 26" ,9 - -^ J2' 59'' ,2 
+ on.o 4" ,7 } = 330« 17' 10" ,6. 



20481 ' / 



Somit betragt die heliozentrische 
Lange des Merkur am 7. Jan. 12*: 

330^ 17' 10",6. 



Frage 136. Wie vereinfacht sich 
die Enckesche Formel fiir die Inter- 
polation in der Mittet 



Antwort. Soil zwischen je zwei 
Gliedern ein Glied interpoliert 

werden, ist ^ = „ ^^ nehmen und 
hiemit folgt: 



■■'/. • 'A. ■ (- S'.)(- ■■%) 



1.2.3.4 



/'^{a)-\ Oder 



DaK I'iiu'.keache Interpolationnverfaliren. 
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/(« + }»r) = /(«)+|/^(«+J)-J/"(«)-/g/-(. + |) 



^128' ^ • ^256' V 2/ 1024' ^^^ 



V44 



Aufgabe 288. Berechne den 
ruhling*sanfang aus folgenden 
Deklinationen der Sonne: 

13. Marz <> = — 2^53' 21",3 



15. 


V 


— 2" 6' 3",0 


17. 


>» 


— 1M8' 40^,5 


19. 


>» 


-0«31'16",6 


21. 


>» 


0M6' 6",2 


23. 


»» 


1* 3'25",1. 



Auflosung. Der Friihling be- 
ginnt im Augenblick des t)ber- 
ganges der Sonne von der siidlichen 
Halfte auf die nordliclie Halfte der 
Himmelskugel, also in dem Augen- 
blick, in welchem die Deklination 
der Sonne von den negativen 
Werten durch Null liindurch zu 
positiven Werten iibergeht; unsere 
Angaben sagen, daS dieses Ereig- 
nis zwischen den IQjgg und 21:^ 
Marz stattfindet. Zur genaueren 
Bestimmung dieses Zeitpunktes 
interpolieren wir in der Mitte 
zwischen den 4 letzten Gliedern 
und erhalten: 







/ 


Marz 


13. 


— 2" 53' 21",3 




15. 


— 2» 6' 3",0 




17. 


— 1» 18' 40" ,5 




19. 


-0»31'16'',6 




21. 


0M6' 6" ,2 




23. 


1" 3' 25",! 



f 

47' 18" ,3 
47' 22",5 
47' 23", 9 
47' 22" ,8 
47' 18" ,9 



/" / 



/// 



4" ,2 
1",4 

I'M 
3" ,9 



— 2",8 
-- 2" .5 

- 2" ,8 



Um die Deklination fiir den 18- Marz 
zu finden, interpolieren wir in der 
Mitte zwischen /(17) und /(19), und 
erhalten : 



/-(18)=/(17) + 2/'(l7 + 2) - 8-^"(17) -//"'(17 + 2) 



1»18'40",5 4-J- 47'23",9 lU"A h,""^"'^ 



= - 1" 18' 40",5 + 23' 41 ",95 - 0",18 f 0",16 -= — 0« 54' 58,6" 



1/6 



Vhev Interpolation. 



Ebenso hilden wir: 



/(20) =/(19) + If (l9 + J) - ^/"( 19) ig/"'(li) + 2) 

= -0''31'16",6+ 2.{47'22",8} -g{ -1m|- /q}- 2,6"! 



- - 0" r 34", 9 



/(22) =/(21) + 2/' (21 + 2) - 8/"(21) - :fg/"'(21 + 2) 



^ ' 4 7/ 1 u" a 



=- + 0» 16' 6" ,2 + „ 47' 18" ,9 



2 I 



l{ r,9}-l\- rfi] 



= + 0*" 39' 46" ,3. 

Nun bilden wir abermals die 
Differenzen von: 



Miirz 17. 
18. 



/ 
IMS' 40" ,5 



/' 



f" 



>) 



»» 



»» 



»> 



» 



»? 



19. 
20. 
21. 
22. 
23. 



• • • 



„ , „ 23'41'',9 

-0M58.6 0,1 

?■ "? 23M1-.7 -"'' 

^0^ 7 34 .9 -«,6 

+ ""16' 6'.2 ,3,^., -1.0 

■^0»39-46"3 ; • -1.3 

+ 1^ 3' 25",1 



iind i liter polieren nochnmls in der 
Mitte zwischen 20. und 21. Marz; 
dab i erhalten wir: 



/(20+ 2)^/(20)-r,^/'(20 I }^ lf"{m 



0« 7' 34,9" ;- M 23' 41,1" g 0,6" =0"4' 15" ,6 =der 



Deklination fiir 20. Marz 12*. 



Die Interpolation fiir 21. Marz 12* 
liefert: 



/(2I ^ p=_/(21) + l/'{2^~ P -J/^'(21) 



0"16'6",2-r J. 23' 40", 1 



2l 



g j--l",0 =-0''27'56",l 



\^ CL^' 



J 



>i 



'•t--«5''i*r«5.-**<f.4»B<^'**«B:--».--^W«j<^<.,-- <«.-«!?. <«:<^4«t.«:.. 



Heft 1527 



Preis 

des Heftes 

25 Pfg. 






it^^s^ 



Der binoiiiische unci 
polyuoiuisclie Lehrsatz. 





VoUstandig gelSste 

HuFgaben-Sammlung 

— Mhst Anhingai nplMir lafgabei, flhr deo Setad- ulSMtetDntemeht — 

mit 

Avribi Qi btwkklnig der beDofzleii Sitie, PDrnelii, legeln ii VracM od iiitwortei 

erl&utert durch • 

viele Holzschnitte d titliograph. Tafeln^ 

aus all^n Zweigen 

der Rcchenkniist, do- niedereo (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen und sphftrischen 
Trigonometrie, synthetischen Qeomeipe etc.) u. hdhereo Matfaematlk (hdhere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Oeometrie der Ebene u. des Raumes etc.) ; — 
aus alien Zweigen der Physilc, Mechanik, Qraphostatik, Chemle, OeodSsie, Nauiik, mathemat 
QeoeraphiCi Astronomle; des Maschinen-yStrassen-, Eisenbahn-, Wasser-, Briicken- u. Hoch* 
ban's; der Konstruktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar' a. Parallel-Persfiective^ 

Schattcnkonstmlctlonca etc. etc 

ffir 

Schuler, Studierende^ Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militars eta 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studlum, zur Forthitfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dis Adolph Kleyery 

Maifaaiutilicr, ftnldctar hMgl. preiutischer Feldmesser, ver^deter groish. ht w licliw Ocondcr I. Klasie 

in 'Frankfort a. M. 
Mitwirkung der bew^rtesten Krifte 



Der binomische und polynomische Lehrsatz, die arithmetischen 
^ Reihen hoherer Ordnung und die unendlichen Reihen. 

Zum Selbststiidium und dem Oebrauch an Lehranstalten, 
Nach System Kleyer bearbeltet von Prof. Dr. A. Haas- 



Heft 12 



Bremerhaven. 

Verlag von I .. v. V a n g e r o w. 



Das vollKtMndisre Inlialt^Terzeichnis der bis Jetzt erseliienenen Hefte kanu 

dnrcli Jede Buohhandlnng bezogen werden. 



Das Lf 
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Nun haben wir: 

/ 

Marz 20. 0* 7' 34", 9 

20. 12* 00 4' 15" ,6 
21.-- 0*16' 6",2 
21.12* 0«27'56'',1 



»> 



l> 



P 

11' 50" ,5 
11'50",6 
ir49",9 



Es andert sich hienach die Dekli- 
nation der Sonne in der Zeit vom 
20. Marz bis 21. Marz 12'' fast 
ganz gleichmaBig; in der Zeit vom 
20. Marz bis 20. Marz 12^ betragt 
die Anderung 11' 50" ,5. Den Friih- 
lingsanfang finden wir soviel Stun- 
den nach 20. Marz als Zeit er- 
forderlich zu einer Deklinations- 
anderung um 7' 34", 9; dies sind 
aber 

7'34",9.12'^__^ 



11' 50" ,5 



= 7/i40/»59Sfr. 



Unser Resultat lautet also: Die 
Sonne iiberschreitet den Hiramels- 
aqiiator am 20. Marz 7''40'"59^''^ 



4. Das Lagrangesche Interpolationsverfahren. 



Frage 136. Wie laBt sich inter- 
polieren, wenn die DiCferenzen der 
auf einanderfolgenden Argumente 
nicht unter einander gleich sind? 



Antwort. In diesem Fa lie be- 
dient man sich des von Lagrange 
angegebenen Verfahrens, 
welches wir an dem folgenden 
Beispiel erklaren wollen; es liege 
vor die: 



Aofgabe 289. Man hat durch 
Versnche gefunden, daB den Ladun- 
gen 700, 1000, 1200, 1600 Gramm 
Pulver beziiglich die SchiiBweiten 
1080, 1450, 1700, 2100 m entsprechen 
nnd soil daraus bestimmen, welche 
SchuBweiten den Ladungen 800, 
900, 1100 Gramm zukommen. 

KrU. 92. Lagrange^ geboren 1736 zu 
Turin, gestorben 1813 zu Paris, gab der 

Haas, Der blnomlso.lie Lehrsatz. 



Auflosung. Wir setzen die Ladun- 
gen x^ = 700, Xg = 1000, JCs = 1200, 
x^ = 1600 und die SchuBweiten 
y^ = 1080, y^ = 1450, y^ = 1700 und 
yi = 2100. Der Ladung x^ entspricht 
die SchuBweite yi, der Ladung x, 
die SchuBweite y^ usw. Nun soil 
allgemein der Ladung x Gramm 
Pulver eine SchuBweite von J' Meter 
zukommen. Hiebei wird der Wert 

12 
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Cber Interpolation. 



folgende Interpolationsformel in seinen 1795 
erschienenen Lemons ^l^mentaires sar les 
math^matiques . 



fiir x = Xi wird: 



»» 



99 



99 



X = X^ 



x = x. 



99 



Erkl. 93. Setzen wir: 







y = 


-a3fi-\-b3fi 


^cx- 


</ 


so 


muli 


sein: 












yi = 


: a V + bXr* 


-rx. 


-rf 






yt = 


■ fljCf* -r bXf* 


— rx. 


-^d 






yt- 


: aXi* 4" ^*^ 


-r"s 


^d 






y* = 


ax,* + 6 V 


-rrx, 


-d 



Bei imserer Anfgabe handelt e^ sich off en- 
bar darum, aus obigen fiinf Gleiohnngen 
die 4 GrdBen (X, b, c, d heraiLszaschaffen. 
Wie dies in einfacher Weise moglich isU 
lehrt die hohere Algebra. 



Erkl. 94. Der Leser wird gebeten. die 
Lagrangesche Interpolationsformel aafzn- 
stellen, wenn zu drei Argumenten x^. Xj 
und Xs die entsprechende Werte ^'i. yt nnd 
yt gegeben sind, und zu funf Argumenten 
X, bis Xj die Werte y\ bis >».. Dann diirfte 
es leicht sein, die Lagrangesche Formel in 
allgemeincr Form anzuschreiben, wenn 
n Argumente Xi bis x« mit den Wert en 
y^ bis yn gegeben sind. 



Ton y abhangren Ton x, den Werten 
Xi, Xj, X,, X4 and den Werten Ji, Jj. 
J^s, J4. Daher woUen wir setzen: 

y = A Ji -f A^yt — A^y^ -^ A^y^ 

nnter der Annahme, daB hierin ^4^, 
A^y i4s, i44 GroBen sind, welche der 
Art von x abhangen^ daB 

Ax = 1, i4, = 0, i4, = 0, >l4 = 

Ax =0, Ai = 1, A^ = 0, A^ = 

A, =0, i4, = 0, >ls = 1, ^4^ = 

.4i=0, A=0, i4, =0, i44=l; 

denn ist diese Bedingung erfiillt, 
so wird, wie die Anfgabe verlangt, 
fur x = Xi der Wert von y=yi, 
fur X = Xj der Wert von y=y* usw. 
Damit fiir x = Xi die GroBen A^, 
A^ und i4| verschwinden, muB jede 
derselben den Faktor x — Xj ent- 
halten; damit fiir x = x^ die GroBen 
i4i, Ai, A^ zu null werden, muB 
jede den Faktor x — Xj enthalteu 
usw. Daher setzen wir: 

/t, = Gi iX — Xj) (X — X3) (X — X4) 

A = a^{x — Xi ) (X — Xs) (x — JC4) 

A-? = ^3 (X — X, ) (X — X;j) (X — JC,) u. 

A^ = fl4 u — X, MX — X,) (x — jts), 

wo fli, fl:j, ^3, ^4 GroBeu bedeuten. 
welche wir zu bestimmen habeu. 
Setzen wir diese Ausdriicke fiir A. 
bis A^ in die erste Gleichung: ffir 
J' ein, so folgt: 

y = a, (x — Xj) (X — Xg) (x — x^ )j\ 
^a.(x — x,)(x — Xs) (x — x^)j\ 
— fls (X — Xi ) (X - Xj) (X — X, \y, 
-r ^4 (X — X,) (X — Xj) (X — x^ )j\, 

Gel>en wir hier der veranderliehei 
GroBe x den Wert x,, so mufi y=y 
werden und wir erhalten durch dec 
Wegfall der J^, y^ und y^ enthalten- 
den Glieder einfaeh: 



y, = a, (X, — X.) (X, 
uiul ilaher: 



Xs ) (X, 



a, = 



1 



<x, 



JC^)(X|— X3)(Xi — X4 
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Setzen wir dagegen x = JCj, so 
folgrt: 

und 
a, = I 

(X2—X^)(X^—Xs)(X^—X^) 

x=x^ gihi : 
ys = flsC-^s - Xi)(x^—x^)(x^ — xjy^ 

und 

* ~" (^— -^l)(-^8 — J^2) (J^ — ^4)"' 

endlich liefert JC = ;:4: 

und 
1 



a,= 



(Xi- X^)iX4^ — X^) {X4, — Xs)' 



Fiihren wir diese Werte oben in 
der Gleichung fiir y ein, so ergibt 
sich die Lagrangesche Inter- 
polationsformel: 

^ (^ — ar-2)(a g — x^ )(:x- x.^) 

(Xi 'X2) [Xi X^){X^ X^) 
(X X^) (X ' Xii){X — X4) 

~^(x^_—Xi){x^—Xs)(x2—x^r^ 
(x — Xi) (x — x ^jx — x ^) 

~^{Xs—X{){Xs — Xi){Xs—Xi) ^ 

(X — X,)(X — X^){X — X s) jjg^g 

■^ (X4 — aci)(ac4 — dC2)(i«4 — ^) 
Gegeben ist nun: 
x, = OJ, X2 = l, x^ = \,2 u. x, = lfi Kg 
y^ = 1,08, y^ = 1,45, ys = 1,7 u. ;^4 = 2,1 Km 

Setzen wir diese Werte ein, so 
erhalten wir hier: 

_ (JC— 1)(JC — 1,2) (X —1,6) 
^ (0,7-l)(0,7 — 1,2) (0,7 — 1,6)' ' 

(jc — 0,7) {X — 1,2) (X — 1,6) 
"^ (1 — 0,7) (1 — 1,2) (1 — 1,6) • ' 

(X — 0,7 )(x — l)(x— 1,6) 
■^(1,2 — 0,7Hl,2-lJa,2-l,"6)' ' 

. _(^-i>^H:^J>(^^^zi'2) Kilometer 

+ (1,6 - 0,7) (1,6 - 1) (1,6 - 1 ,2) • -^ l^ilometer. 
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tber Interpolation* 



Fiir X = 0,8 Kg folgt y = 1,19866 . . Km 

„ X = u,y „ „ y = 1 yoZo . . „ 

und „ X = 1,1 „ „ y = 1,5766 . . „ 

Die gesuchten SchuBweiten sind hienach: 
1199 m, 1323 w iind 1577/7/. 
Wegen weiteren Ausfiihrungen wird aiif Erkl. 94 hingewiesen. 



5. Ungeloste Aufgaben. 



Aufgabe 290. Schalte zwiseben 
1 und 3 acht Glieder so eiii, daU 
eine arithmetiselie Reihe I. Ord- 
nung entsteht. 

Aufgabe 291. Interpoliere in 
gleichen Abstanden 12 Glieder 
zwiseben 5 und 175. 

Aufgabe 292. An einem Somnier- 
tag stieg das Tliernionieter von 
5 Uhr inorgens bis 3 Ulir nacbniit- 
tags von 12 « C bis 30^ C. Es soil 
unter der Annabnie, daU die Teni- 
peraturzahlen in jeder balben Stunde 
um gleicbviel wiiebsen, berechnet 
werden, wieviel Grad das Thermo- 
meter um 5V2 Uhr, 6 Uhr, 6^ * Uhr 
usw. bis 2'/.^ Uhr gezeigt babe. 

Aufgabe 293. Wahrend einer 
Flut, welche 5Vj Stunden dauert, 
steigt bei Cuxhaven die Elbe um 
3 m. Gib an, um wieviel Meter 
die Elbe 4 Stunden nach Eintritt 
der Flut gestiegen ist, wenn vor- 
ausgesetzt wird, dalJ die wahrend 
der Flut alle Viertelstunden ge- 
messenen Hohen eine arithmetiselie 
Reihe I. Ordnung bilden. 

Aufgabe 294. Zwiseben je 2 auf 
einander folgenden Glieder der 
Reihe 1, 4, 9, 16 . . . soil ein Glied 
eingeschaltet werden, dalJ wieder 
eine Reihe XL Ordnung entsteht. 
Wie heiBt die neue Reihe, wie ibr 
allgemeines Glied, und wie die 
Summe der n ersten Glieder I 



Aufgabe 296. Desgleichen sollen 
in der Reihe :j, 9, — 12, — 60 usw. 
'/wisehen je 2 auf einander folgende 
Glieder 3 neue zu interpolieren, 
daB wieder eine Reihe II. Ordnung 
entsteht; man bestimme die neue 
Reihe, das allgemeine Glied und 
die Summe der n ersten (Jlieder. 

Aufgabe 296. Zwiseben je zwei 
auf einander folgenden Glieder der 
Kubikzahlen 1, 8, 27, 64... sollen 
noch 4 Glieder eingesehaltet werden, 
daB die Reihe der Ordnung uieht 
geandert wird. Wie heiBt die neue 
Reihe, und wie das allgemeine 
Glied derselben? 

Aufgabe 297. Zwiseben je zwei 
aiif einander folgende Glieder der 
Reihe 1, — 17, 387, —1557 sollen 
2 Glieder so eingeschaltet werden, 
daB die Reihe der Ordnung nicht 
geandert wird. Wie heiBt die 
neue Reihe und wie ibr allgemeines 
Glied ? 

Aufgabe 298. Reines Wasser 
siedet unter dem Druck von 

5 Atmospbaren bei 152^ 
10 „ „ 180" 

15 „ „ 200" 



20 



»» 



9> 



« 



>» 



213 «. 



Berechne daraus die Siedetempera 
turen fiir 13 Atm. und 16 Atni. 



UnijrelciKte Aufsraben. 
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Aufgabe 299. Fiir gesattigten 

Wasserdampf betragt der Druck 
iu mm der Quecksilbersaiilen ge- 
inessen : 

bei 0® . . . 4 mm 

fj JmlKJ • « • L • yf 

yy 'xU . • . DO yj 

„ 60*... 149 „ 



„ 80"...3o4 



» 



„ 100^.. 760 „ 

Wie grofl ist der Druck fiir ge- 
sattigten Wasserdampf von 10^ 30^ 
50^ 70^ und 90"! 



Aufgabe 300. Zu Wien betragt 
die relative Feuehtigkeit ini 



Januar 

84^0 

Juli 

71% 



Marz 

73 7o 

Septbr. 

76 Vo 



Mai 

67 Vo 

Novbr. 

84 7o 



Wie groB ist hienacli die Feuehtig- 
keit in den Zwischenmonaten? 

Aufgabe 301. In der geographi- 
schen Breite von 48^13 (Miinchen) 
betragt die Bescbleunigung g der 
Schwerkraft 980,13 cm; in der Breite 
48^20 (Wien) ist ^ = 980,88 und in 
der Breite 48^83 (Paris) ist5^= 980,96. 
Berechne hieraus den Wert von g 
fiir die Breite 48^5. 



VI. Ueber unendliche Reihen. 



I. ErIMuternde Fragen mit Antworten iiber unendliche Reihen 

im allgemeinen. 



Frage 137. Was ist unter einer 
unendlichen Reihe zu ver- Antwort. Wir gehen aus von 
stehen? einer Folge von Zahlen, welche 

nach einem bestimmten Gesetz 
gebildet sind, z. B.: 

Ill 



oder 



1, 
1 



2' 3' 4 



1.2' 2.3' 3.4' 4.5 
a a^ a^ a^ 



Oder a-]-h' a-V2b' a-\-'ib' a + Ab 

Eine solche Reihenfolge heifit eine 
Reihe; die einzelnen Zahlen, welche 
in der Reihe vorkommen, heiBen 
die Glieder der Reihe. Da es 
wichtig ist, von jedem Glied an- 
ziigeben, welche Stelle es in der 
Reihe einnimmt, versieht man jedes 
Glied rait einem Stellenzeiger 
oder Index. Das Anfangsjrlied 
erhalt den Index 0; wir bezeiehnen 
es kiinftig allgemein mit tfo; da^ 
zweite Glied den Index 1, — wir be- 
zeiehnen es kiinftig allgemein mit 
Ui — ; das dritte den Index 2, seine 
allgemeine Bezeichnung sei u^ usw. 
Der Stellenzeiger oder Index 
eines Gliedes der Reihe isl 
also die Zahl, welche angibt. 
diewievielte Stelle dasselbt" 
nach dem Anfangsglied ein- 



Erljiuternde Frasren mit Antworten Uber iinendliche Reihen. 
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nimmt. Das Glied, welches mit 
dem Index n behaftet ist, wird das 
allgemeine Glied der Reihe 
genannt und soil kiinftig allgemein 
mit Un bezeichnet werden. so dafi 
wir dann die Reihe in der allge- 
meinen Form 

erhalten. 

Eine Reihe heiBt unendlich, 
wenn ihr Bildungsgesetz so be- 
schaffen ist, daB es ohne Grenzen 
angewendet werden kann, daB also 
zu jedem noch so groBen Stellen- 
zeiger n das entsprechende Glied 
Un berechnet werden kann. 



Aufgabe 302. Wie heiBt das 
Bildungsgesetz nnd das allgemeine 
Glied der Reihe 



I 



1.2' 2.3' 3.4' 4.5 



Auflosung. Hier 


haben wir: 


Anfangsglied u^ 


1 
12 


erstes Glied 


u, 


1 
2.3 


zweites Glied 


u. 


1 
3.4 


drittes Glied 


Uz 


1 
4.5 



Jedes Glied dieser Reihe stellt hie- 
nach einen Bruch mit dem Zahler 
1 dar und mit einem Nenner, der 
das Produkt von zwei auf einander 
folgenden gan7en Zahlen ist; der 
erste Faktor ist um 1 groBer als 
der Index des Gliedes, und der 
zweite Faktor ist um 2 groBer als 
der Index. 

Das allgemeine Glied Un mit dem 
Index n lautet hienach: 

1 _ 

(// -f 1) {n + 2)' 

Man sieht leicht, daB die Bildung 
neuer Glieder bis ins Unend- 
lich e fortgesetzt werden kann. 
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Cfber anendliche Reihen. 



Aufgabe 303, Desgleichen von 
der Reihe: 



1, 



4 9 16 25 
5' 5^' 5^' 5* 



Auflosung. Wir setzen 



_ 16 _ __ _ 

Us g3 c:«> ^4 -V 



4« 

5^' 



25 
5* 



52 
5** 



dann wird: 



:2 



^5 = ^,, ^6 = r.r. USW. 



Somit mufi sein: 



Un== - 



in + 1)^ 



5'' 



Auch diese Reihe ist eine unend- 
liche, well n beliebig groB an^- 
nommen werden kann. 



Aufgabe 304. Desgleichen 
der Reihe: 

Jl ' — ~ • • • • 

' 2' :r 4 



von 



Auflosung. Hier haben wir: 



«1 




2 


(- 


-I)- 


2 


«2 


- + 


JC8 

3 


-(- 


-D* 


■ - — 

3 


Us 




4 


-(- 


-1)» 


4 


daraus 


foigrt 


1 








"« 


4- 


6 


-(- 


-D* 


JC5 

5 



•6 



«6 = — . = (- 1) 



S." 



U8W. 



Somit mufi sein: 



«« = (— 1)^ 



n-fV 



Erlantenide Fragen mit Antworten iiber unendliche Ileihen 
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Frage 138/ Welche Folgernng 
lafit sich aus diesen Beispielen 
Ziehen T 



Antwort. Eine unendliche Reihe 
ist vollstandig hestimmt, wenn man 
ihr allgemeines Glied Un als Funk- 
tion des Stellenzeigers n kennt. 



Frage 139, Was versteht man 
unter der Summenreihe einer 
unendlichen Reihe f 



£rkl. 95. In dem Beispiel der Aufgabe 302 
erhalten wir: 



5o = 



1 .2 



^' -1.2"^ 2^.3 



1 



1 



1 



• 1.2^2.3^3.4 



« 1 .2^2.3^'*"^(/H-l)(«-f 2) 
In dem Beispiel^ der Aufgabe 304 wird 



Antwort« Wir betrachten eine 
unendliche Reihe Uq, £/,, £/.,, u^ u. 
8. f., deren Glieder sowohl positive 
als negative Zahlen sein konnen. 
Aus dieser Reihe bilden wir eine 
zweite Zahlenreihe, indem wir die 
Summe der 2, 3, 4 . . . ersten Glieder 
nebmen. Wenn wir das erste Glied 
Uq noch als erstes Glied Sq der 
neuen Reihe hinzufiigen, so er- 
halten wir: 



So 




«o 












Si 




«0 


+ «. 










Si 




«0 


+ «1 


+ 


U^ 






5h 


■ • 


«0 


■ • • 1 


+ 

• • 


U.2 

■ • 


• 


• 



Da die gegebene Reihe unendlieh 
ist, so ist offenbar audi die neue 
Reihe 5o, s,, Sg . . . unendlieh; wir 
nennen diese letzte Reihe die 
Summenreihe der gegebenen. 



Frage 140. Welche Falle konnen 
bei der Bildung der Summenreihe 
einer unendlichen Reihe auftreteni 

Erkl. 96. Nehmen wir die unendliche Reihe 

Uo = l, Ui-=\/2y u.,^'\,, u,,^^U , 

80 wird: 
So=l 

s, = 1 + »/, -= 1.5 
s,= l-\- Vi + V* = 1,75 
53=l-h'/-i + V4+'/H=l,»7o 
s, ^ 1 •/, -I- V4 -i- '/» -f Vi« -= i,J>37r, 



Je grdQer wir den Stellerzeiger n nehmen, 
desto grdfier wird Sn] aber die Glieder der 



Antwort. Wenn wir in der 
Summenreihe 5o, s, . s^ . , .s„ die 
Bildung der Glieder sehr lang fort- 
setzen, also die Zahl n beliebig 
groB werden lassen, so kann der 
I. Pall eintreten, d«B alle Glieder 
der Summenreihe e n d 1 i c h und 
kleiner als eine bestimnite endliche 
Zahl z ausfallen, dali ferner die 
IJntersrhiede zwisclien zwei 
auf einaiuler folgenden Glie- 
derii iminer kleiner und kleiner 
werden. Die Glieder der Reihe 5o, 
5i, S2...5,, niihern sich, wenn n 
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tber unendHche Reilieu. 



Summenreihe bleiben alle von eudlicher 
GroCe, wie grofi wir audi n wahlen, und 
ihre Unterschiede verkleinem sich; man 
sieht, dai] die Glieder, wenn n iiber alle 
Grenzen kinaus wachst, sich der Grenze 2 
nahem. 

Nehmen wir dagegen: 

tfo = 1, u^-- 'U, tt« = Vs, «s ^ \U • ' -1 
so folgt: 

5i = 1 + •/« = 1,5 

S, - 1 -f v. + 'In -= 1.83 . . . 

f, = 1 + v. -fV, + 74 = 2,083... 

54 + 1 -h V« + Va -f V4 + '/r, = 2,283... 

S,-=l + V» + Vs -f '/i-F \/5 + '/e = 2,46 

Die Fortsetzung dieser Summierung wird 
lehren, daU Sn desto grdfier wird, je grdCer 
wir n w&hlen; lassen w r « iiber alle Grenzen 
himius wachsen, so wird Sn unendlich groC. 

Als drittes Beispiel wUhlen wir 

Uo = 1, w, = — I, tf., — -f 1, u^= — I UhW.; 

hier erhalten wir: 

So = 1 

5, = I — 1 = 

5, --= 1 — 1 -f 1 = -I- 1 

53 = 1 — 1 -h 1 — 1 = usw, 

Alle geraden Glieder der Summenreihe 
sind — -f 1 und alle ungeraden Glieder = 0. 



unbegrenzt wachst, einer ganz be- 
stimmten Grenze 5, welche unter 
der festen Zahl z liegt. 

Ferner kann der II. Fall ein- 
treten, daU mit zunehmendem Wert 
von n die Glieder der Summenreihe 
fortwahrend wachsen, und wenn 
n iiber alle Grenzen hinausgeht, 
alle unendlich grofl werden. 

Endlich kommt noch der III. Pall 
vor, daB fiir ein unaufhorlich 
wachsendes n die Glieder der 
Summenreihe sich weder einer be- 
stimmten Grenze nahern, noch un- 
endlich groB werden, sondern ab- 
wechselnd bestimmte endliehe Werte 
a und b annehmen. 



Frage 141. Was versteht man 
unter einer konvergenten un- 
endlichen Reihe und deren 
Summe? 



/ H 



Erkl. 97. InderK.ihe 1, '/,, 'U, 
der vorigen Erkl. nahert sich Sn, wenn wir 
n iiber alle Grenzen hinaus wachsen lassen, 
der Grenze 2; die Reihe ist also k on ver- 
ge nt und unter ihrer Summe 5 verstehen 
wir diesen Grenzwert 2; es ist also 

5=1 + 'I, -f V, -f V. + • • . ad infinitum 

Oder 
Limes s = 2. 
n-=OC 



Erkl. 98. Die iiaendliche Reihe 



3 



Antwort. Falls in der unend- 
lichen Reihe Uq, Wj, u^ . , .u„ . . , die 

GroBe s„ = Uo + Uy -^ u^-\ f- a«, 

also das n^ Glied der Summenreihe 
sich einer bestimmten Grenze 
5 nahert, wenn der Stellenzeiger n 
iiber alle Grenzen hinaus wachst, 
so heiBt die gegebene Reihe kon- 
vergent. Diese Grenze nennt man 
dann die Summe der gegebenen 
Reihe. Dies wird geschrieben : 

5= ^0 + ^1 + ^2 + ^8 + • • ad infinitum 

Oder 

s == Limes Sn oder 
n = oo 



oo 



5 = 



10' 10»' 10 »' 10*' 10"' 10" 




na„ 







Erlanteriide Fragen mit Antworten Uber nnendliche lieiheii. 
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ergibt 



5. = 10 = 0,2 






3 



2 



^' = io+io' + ro-' + ro' = *'-23^2 



Wenn die unendliche Reihe ^o, ^i- 
^2 • . . konvergent ist, so kann 
man ihre Summe 5 bis aiif jeden 
beliebigen Grad von Genauigkeit 
berechnen; man braucht nur die 
Summen reihe Sq, 5^, Sg . . . so lange 
fortzusetzen bis der Stellenzeiger 
hinlanglich groB ist. Hierauf be- 
mht die haufige Anwendung der 
konvergenten unendlichen Beihen. 



Darch Fortsetzung dieses Verfahrens 
kommen wir der Summe 5 der unendlichen 

234 

Reihe, d. h. dem Wert — - beliebig 

yyy 

nahe,. denn aus der Lehre von den 

periodischen D ez im albriic hen ist 

234 
bekaimt, daU 0,234234' ...= . ist. 



Frage 142, Welche Reihen lieiBen 
divergent, iind was ist iiber 
deren Summen zu sagen ? 



1, 



Krkl. 99. In der Keihe 

1 1 1 

2 ' 3 ' 4 ' " 

der Erkl. 97 wird Sn immer groBer mit zu- 
nehmendem Stellenzeiger n\ wiichst dieser 
in> Unbegrenzte, so bekommen auch die 
zugrhorigen Glieder Sn Werte von uner- 
melilicher GroJie; daher ist die vorgelegte 
Reihe divergent. Wir schreiben dies: 

s -= Limes s« = 1 -f a -f- « -f •• -f ^ , 

fiir n = CO, ist unendlich oder 
Limes 5n = QC 



Antwort. Wenn in der unend- 
lichen Reihe Uq, w,, u^ usw. die 
Glieder 5^ der Summenreihe fiir 
hinlanglich groBe /? iiber jede end- 
liche Zahl hinauswachsen, so heifit 
die vorgelegte erste Reihe diver- 
gent. Die Gesamtheit der Zahlen 
u„ hat in diesem Fall k e i n e 
S u m m e. Man schreibt dann 
wohl auch 



Limes s„ 
n = oo 



oo 



oo 
Oder "^n an 





oo. 



Hier bedeutet das Zeichen CO nicht 
eine bestimmte Zahl, sondern es 
deutet nur an, tiafi die Zahlen Sn 
iiber jede endliche Zahl hinaus- 
wachsen, wenn n unbegrenzt zu- 
nimmt. 



Frage 143. Welche unendliche 
Reihen heiBen uneigentlich di- 
vergent! 



Erkl. 100. Die Ausdriicke Konvergenz 
iind Divergenz stammen vom lateinischen 
Zeitwort vergo, vergere = neigen, wen- 
den, kehren. 



Antwort. Tritt bei der Bildung 
der Summenreihe einer unendlichen 
Reihe ^„, ^i, u^ . , . der III. Fall 
der Frage 140 ein, daB bei hin- 
langlich groBem Stellenzeiger // die 
Glieder s„ der Summenreihe ab- 
wechselnd bestimmte endliche Werte 
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Cber unendliehe Reihen. 



Erkl. 101. OszilHeren kommt vom 
lateinischen Zeitwort oscillo, oscillare 
= schaakeln. 



Frage 144. Was versteht man 
unter dem Rest einer unendlichen 
Reihe? 



annehrnen, so beiBt die Reihe ^A.., 
Ui, Ui . . . uneigentlich diver- 
gent Oder oszillierend; in 
diesem Fall kann von einer Summe 
der unendlichen Reihe nicbt die 
Rede sein, wie aus dem III. Bei- 
spiel der Erkl. 97 klar hervorgeht. 



Ant wort. Handel t es sich um 
die unendliehe Reihe 

s = Uo + u^+u^-i 

bis ins Unendliehe, so konnen wir 
— n als eine bestimmte 
e n d 1 i c b e Zahl gedacbt — die 
n-\- 1 ersten Glieder zusamiuen- 
fassend, setzen: 

5« = ^ + ^i + ^. H h ««. 

Dann bleibt noch zu beriieksicbtigen 
die GroBe 



bis ins Unendliehe, weiin 

5 = 5n + Rn 

sein soil. 

Die GroBe R,i nennen wir den 
Rest de • Reihe. Der Rest iler 
unendlichen Reihe ist also die 
Summe derjenigen Glieder. 
welche vernacblassigt werden, 
wenn man die Reihe nach dem 
bestiramten Glied Un abbrieht. 



Frage 145. In welcher Beziehung 
steht der Rest zur Konvergenz und 
Divergenz der Reihe? 



Antwort. Setzen wir voraus* daU 
der Index n eine end lie be Zahl 
sei, so folgt aus 

daB die GroBe Rn eine bestimmte 
endliehe Zahl ist, wenn die vt>r- 
liegende Reihe konverg^iert. 
Ebenso folgt, daB Rm unendlioh 
groB wird, wenn die Reilie diver- 
giert. 



Erliiiitenide Fraj^en niit Antworten tlber unendliche Keihoii. 
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Frage 146, Wie groB ist in 
einer konvergenten unendlichen 
Reihe der Rest Rn, wenn die Zahl 
n unendlich grofi gewJihlt wird? 



Dieser Satz laBt sich urakehren: 
Die gegebene Reihe konver- 
giert, wenn der Rest Rn, der 
zu einem bestimmten endlichen 
// gehort, eine bestimmte end- 
liche Zahl ist; trifft dies nieht 
zu, so ist die Reihe divergent. 



Antwort. Da s der Grenzwert 
ist, dem sich die Summe Sn unbe- 
grenzt nahert, wenn n die Reihe 
der ganzen Zahlen bis ins Unend- 
liche diirchlauft, so inuB fiir 



n = oo 
Limes s„ = s 
sein, oder Limes (s — s„) = 

Rn = 



oder 



d h. wenn d e Reihe konver- 
giert, so ist, falls bei der 
Summierung eine ins Unend- 
liche wachsende Anzahl von 
Gliedern beriicksichtigt wird, 
der Rest der Reihe gleich 
Null. 



Fra^e 147, Was bedeutet starke, 
was schwache Konvergenzl 



Antwort. Eine Reihe konvergiert 
stark, wenn man verhaltnismaBig 
we nig Glieder zu addieren 
braucht, um der Sumnie der un- 
endlichen Reihe nahe zu koninien; 
ist dagegen die Addition iiber 
eine groBere Anzahl von 
Gliedern auszudehnen, so nennt 
man die Reihe schwach konver- 
gent. Mit andern Worten heiBt 
dies: eine Reihe konvergiert um 
so starker, je kleiner n zu sein 
braucht, um den Rest 

verschwindend klein zu machen. 
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Cber unendliche Reihen. 



Frage 148. Wie verhalten sich 
die arithmetischen Reihen in- 
bezug auf Konvergenz und Diver- 
gen z! 



Antwort. Alle unendlichen arith- 
metischen Reihen sind divergent, 
denn die Summenformeln, welche 
wir friiher fiir diese Reihen ent- 
wickelt haben, zeigen unmittelbar, 
daB die Sumrae mit wachsender 
Gliederzahl n fortwahrend steigt 
und ins Unendliche geht, wenn 
n iinendlicJi groB wird. 

Daraus folgt, daB die arithmeti- 
schen Reihen samtlich divergieren 
und aus den folgenden Betrachtun- 
gen ausscheiden. 



2. Von der Konvergenz und Divergenz der geometrischen Reihen. 



Frage 149. Welche Reihe heiBt 
eine geometrischeJ 

£rkl. 102, Da die geometrischen 
Re i h e n schon in K 1 e y e r , Lehrbuch der 
arithmetischen und geometrischen Progressi- 
onen ausfiihrlich behandelt worden sind, 
werden an dieser SteUe nur diejenigen Be- 
griffe und Formeln wiederholt. welche fiir 
das Verst&ndnis der folgenden Pragen un- 
bedingt notwendig sind. 



Antwort. Eine geometrisehe 
Reihe ist eine geordnete Fol/e 
von Zahlen, in der jede Zahl, divi- 
diert durch die vorangehende, deii- 
selben Quotienten ergibt. Be- 
zeichnen wir die Glieder dieser 
Reihe mit Wo, ^i, ^^ • • • und den 
konstanten Quotienten tnit (f, si> 
muB sein: 



^i U,y u^ 

=-^9, ■ = ^, = ^ usw. 

also auch Ui = u^q, u^ = tfo q\ 
u^ = u^q'^ , ,, und das allgemeine 
Glied: u„ = u^,q", 

Als Beispiele fiihren wir an: 



ferner 1, 



3, 6, 12, 18. ..; 
1111 



und 



2' 4' 8' 16 
5, —15, +45, —135, +405... 

Je nachdem q positiv oder negativ 
ist, haben die Glieder iiberein- 
stimmende oder abwechselnde Vor- 
zeichen Je nachdem ferner der 
absolute Wert von q groBer oder 
kleiner als 1 ist, steigt oder falli 
die Reihe. 



Von der Konverscenz nnd Divergenz der geometrisclien Reihen. 
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Geht der Stellenzeiger Ua nicht 
iiber eine bestimmte e n d 1 i c li e* 
Zahl hinaus, so ist die Zahl der 
Glieder eine beschrankte; wachst 
dagegen n iiber a lie Grenzen hin- 
aus, so ist die geometrische Reihe 
eine unendliche. 



Frage ISO, Wie groB wird in 
der geometrischen Reihe 

a, aq, aq^ h^^" 

die Summe Sn der n-\-l ersten 
Glieder t 



Antwort, Da 

s^ = a-\-aq-[-aq'^ [-aq" ist, so folgt 

qsn = aq + aq''-\ h aq" + aq"+' 



Sn — qsn=-a -aj"+' 
s„(i^q) = a — aq"+^ und 

a aq"^' a{l — q"+') 



Sn = 



\-Q 



l-q 



Frage 151. Welche unendliche 
geometrische Reihen sind stets di- 
vergent! 



Erkl. 103. Fur a = 2 und </ = 1 V« erhalten 
wir die Reihe 

00=2, tf, = 2.1^8 = 3, «a = 3 . IV, == 4V2, 
tf3 = 4»/«.l»/a = 67, usw. 

Hior wird 5'»= ~T_^ jiy - — "^U /?" v 

und es ist leicht zu sehen, daU 
Sn -= Limes s« = OO 

wird; daJ3 also die vorgelegte Reihe di- 
vergiert. 



Erkl. 104. Fiir a = 10 und (/ = — 1,2 folgt-: 

£1^ = 10, tf^ = - 10 . 1,2 = - 12, 
tf4=10.1,2«=-fl4,4, 
II, = — 10 . 1,2« = — 17.28 usw. 



Antwort. Aus der letzten Forinel 
ergibt sich der folgende sehr 
wichtige 8atz: Wenn in einer 
unendlichen geometrischen 
Reihe der Quotient ^, absolut 
genomiuen, gleich 1 oder 
groBer als i ist, so ist die 
Reihe stets divergent. 

Denn nehmen wir q als posi- 
tive Zahl groBer als 1 an, so 
nehmen die Glieder UQ=^a^ ttj = aq, 

u^ = aq\ u^ = aq^ usw. mit 

wachsendem Index fortwahrend zu; 
daher muB auch die Summe 

Sn = a\ aq-\-aq^-\ \- aq'\ 

wenn n unendlich genoinmen wird, 
unendlich groB sein. 

Geben wir dem Quotienten q den 
Wert 1, so wird u^ = a, u^ = a, 
Uo = a . . ., somit s« = na; fiir 
n = oo folgt dann 5 = oort = oo. 
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Cber iiiiendliclie Reilien. 



Daraus erhalten win 

So = Uo = 10, s, = //„ -f «, ^ 10 — 12 = — 2, 

s^ = Uo-\- Ui + u.i= — 2-\- 14,4 -= 12,4, 
53 = tf„ -f tfj -f a, -f ws = 12.4— 17,22= —4,88 

usw. 

Weiter folgt S„ = ^ ^^^ j 1 - (- 1,2)« j 

Die Qlieder der Summenreihe sind daher 
abwechselnd positiv und negativ; ihr ab- 
soluter Betrag nimmt mit n fortgesetzt zu; 
somit oszilliert die Keihe oder ist iin- 
oigentlich divergent. 



Wahlen wir 
halten wir: 



nun (f= — 1, so er- 



also s = a — a-\- a — a ,,. 

d. h. die Reihe oszilliert zwischen 
a und 0. 

Nehinen wir t-ndlich ^=-/, 
wo / eine Zahl groBer als 1 sein 
soil, so wird 



tto = a, u^ = ^afy £^ = -f- af\ 
u^ = — ap, ..; 

bei abwechselnden Vorzeichen iieli- 
men die absoluten Werte der Glie- 
der unbegrenzt zu, daher wird 

s„ = a{\ -f+p -P^'-' ±p) 

mit wachsendem n bin- und ber- 
springen und fiir/7 = 00 keinen 
bestimmten endlichen Grenz- 
wert liefern. In alien genannten 
vier Fallen divergiert hienach die 
geometrische Relhe. 



Frage 162, Unter welcher Be- 
dingung konvergiert eine unend- 
liehe geometrische Reihe und wie 
groB ist der Grenzwert der 
Sum met 



Antwort. Es gilt der sehr wicbtige 
Satz IT: Eine unendliche ge- 
ometrische Reihe, deren Quo- 
tient absolut kleiner als 1 ist, 
ist stets konvergent und die 
Sunime hat den Grenzwert 



s = 



a 



]--q 



Denn nelimen wir g 



1 



wo z eine 



positive Zahl groBer als 1 ist, dann 
wird g selbst zwischen und 1 
liegen milssen. Die Glieder 

u ci Q 

u,, = a, «i = p ^'i = z^' "^^z- 

usw. sind alle positiv, und je g^oBer 
der Index n wird, desto kleiner die 
Glieder; fiir n = 00 folgt 

a a 



u 




y-<^ >.i 



(jvTX^-a:^) 
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Von der Konvergenz und Divergenz der geometrischen Reihen. 
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£rkl. 105. Nehmen wir a = 5 und q = 0,9 
I, also Z -= '^/a, so folgt tfo = 5 ; «, = 4,5; 
u^ ==4,05; £/g = 3,645 usw. 

XLnd fiir /i = 00: s = 50. 



£rkl. 106. Pur fl = 5 und ^ = — 0,9 folgt 

£do = b\ tf, = — 4,5; tf8= 4-4,05; 
/I, = — 3,646 usw. 

o / ,x .1 5.0,9«-hl 



Aus der Summenformel 

a 



Sn = 






\-q 
erhalten wir fiir /2 = 00, da 

limes ^''■^* = limes ^^r.; = ^;;r = 

_ _ _ ;?'»+i CO 



n=Qo 



Tind fiir /i = 00: 



s = limes Sn 



/z=oo 
wird, 
a aO 



a 

i-1 



_ 5^ _ 50 
^ ~ 1.9 ~ 19 



Geben wir ferner dem Quotienten q 

den Wert — -, wobei z wieder eine 

z^ 

positive Zahl grofier als 1 sein 

a 

soil, so folgt Uf^=^a, u^ = — , 






a 



Wir sehen 



daraus, daB bei wechselndem Vor- 
zeichen die absoluten I'etrage der 
Glieder stets abnehmen; fiir 
n = oo folgt: 

In der obigen Summenformel wird 
fiir n = oo 

limes 9''+^ = limes±--, i = + ^^==0, 



« = oo 



/i=oo 



^./l-f- 



oo 



d. h. die Summe Sn strebt fiir 

a 
n = oo auch der Grenze 5 = ^ - - 

l — q 

aq'^-^^ 
zu, well das II. Glied ^ , fiir 

n = oo, wegfallt. 



Aufgabe 305. Bilde die Summe 
der unendlichen Reihe: 

bis ins Unendliche. 



Auflosung. Hier ist zu setzen 
fl = l, q=\2 und n = 00. Da 
q <d ist, so konvergiert die Reihe 

und es wird 5= =2. 

1 — 12 



H » a ■ , Der binomlsche Lehrsatz. 



13 
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tnber unendliche Reihen. 



Aufgabe 306. Ebenso fiir 

1 



2^4 



8 



+ 



Aufgabe 307. Ebenso fiir 

l+jc + r^ + r^ + .-- 



Auflosimg. Da a = l und q= — ^9 
folgt als Summe der konvergenten 
Reihe fiir n = 0O\ 



1 



2 



i-(-V2) l^'2 3- 



Auflosung. Hier miissen wir 
setzen fl = 1 und Q = x^ die Reihe 
konvergiert nur fiir Werte von x 
zwischen + 1 nnd — 1 und lief ert die 

Summe s = - — — . 



Aufgabe 308. Ebenso fiir 

1 — z + 2:2 — z^ H 



Aufgabe 309. Welches ist die 
Konvergenzbedingung der unend- 
lichen Reihe 



x-\-2x^ f 3JC^ + 4x^-h 



. . . ? 



Auflosung. Da fl = 1 und q= — z 
ist, konvergiert die Reihe nur fiir 
Werte von z zwischen und 1 und 
lief ert dann fiir /z=00: 



l-i-z) 



1 
1+^" 



Auflosung. Nehmen wir //o = 0, 
u^=x^ u., = 2x'\ «3 = 3x^ u. s, f., 
so wird das allgemeine Glied 
u„ = nx'^. Nun folgt fiir einen 
endlichen Wert von fi: 



xsn = JC- + 2x'' -\ h (/2 — 2);^-^ + (/z— 1)a:« + /7jc«+' 

X" 2_^ 



a — x)'S„ = x-{- x'+ x^-\ h 

X(l—X)Sn= X' - JC^H h 



jc" —nx'^^^ 



n — \ 



/I— 1 



x^-x-x''-' - nx 



n^-i 



Die Snbtraktion gibt: 



daraus erhalten wir nun: 



vS\ 



(1-JC)^ 



Xehinen wir nun den absoUiten 
Wert von x kleiner als 1 an, so 
wird fiir ein unendlich groBes fi 
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jede der beideii Potenzen x"'^^ 
und x"+'- gegen Null konvergieren; 
da aber jede derselben mit einem 
unendlich groBen Paktor verbunden 
ist; so miiB erst untersucht werden, 
ob die beiden GroBen (n + l)x"-^^ 
und nx"'^^ fur n = OO versehwinden. 
Die Differenzialrechnung weist nach, 
daB dies wirklich zutrifft. (Siehe 
Haas, Differenzialrechnung II. Teil 
pag. 115). Daraus schlieBen wir, 
daB unsere Reihe fiir Werte von x 
zwischen + 1 und — 1 konvergiert 

X 

und als Summe , __ .^ ergibt. Eine 

andere Beweisfiilirung liefern die 
spater folgenden allgemeinen Kon- 
vergenzregeln. 



Frage 163. Warum gehoren die 
periodischen Dezimalbriiche Antwort. Wir nehmen den De- 
aiich zu den konvergenten geome- ^jnialbruch b = 0, z, z, z, z, z,z,.. ., 
trischen Reiheni d^^ die Periode z, z, z, hat. 

Seine Bedeutung ist dann: 

f Z^ Z'if Zq I Z-\ Zi) Z%^ I Z-\ Zhi Za . 

= -^^3 + - ^^,. ^ + ^^^y - H ad infinitum 

oder 
h = ^^'' ^3 ^l 1 4- -A- _L L I 1 1 I 

10-^ I "^ lo'^ "^ 10'' "^ 10^' ^ i 

Krkl. 107. Pur b -= 0,475475 .... rait der In der Klammer haben wir die 

Periode 47o folgt: iSuuime einer unendliehen geome- 

__ 475 475 475 trisclien Reihe mit a= \ und 

^ = 7-.,; ilir Wert 1st nach der 
475f 1 1 \ 10 

= iom1 + ioT' + io-« + --/ Frairel5^ = ^--^i^- 

j^rage 10^ V.^'^ 9oq- 

_475 1 _475 10J'_475 ^ /lo ^^^^ 

- 10 3* f— \l^ ~ 10 » ' 999 ~ 999 Hienuch wird : 

999 • 

Ebenso geht die Rechnung, wenn 
die Periode mehr oder weniger 
Stellen hat. Wir sehen daraus, 
daB die bekannte Verwandlung 
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Cber unendliclie Reihen. 



Frage 154, Wanim ist auch ein 
nichtperiodischer unendlicher 
Dezimalbruch die Summe einer 
konvergenten geometrischen Reihel 



eines period ischen Dezimalbruches 
in einen gewohnlichen Bruch im 
Grunde nichts anderes ist, als die 
Bildung der Summe einer unend- 
lichen geometrischen Beihe. 



Antwort. Als Beispiel nebmen 
wir den unendlichen Dezimalbruch, 
der si eh als Differenz der Zahlen ^ 
und 3 ergibt, also 0,141592685.... 
Anders angesehrieben lautet er: 

14 15 

10 10*' "^10^"^ 10*"^ 

Bilden wir die zugeliorige Siimmen- 
reihe: 



5o = 



10' 



1 I 4 
' 10^10^' 



1 

10 



4 
10 



^2 = 1 ^ + T/. ? + jQ^ usw., 



so seben wir, daB ihre Glieder fort- 
wabrend wacbsen, daB aber alle 
kleiner als 0,2 bleiben. Daraus 
folgt, daB Sn fur ein sebr groBes/z 
sieh einem bestimmten Grenzwert s 
nahert, und die obige Beihe 

10 "^10^"* 
konvergent ist. 



3. Satze iiber die Konvergenz und Divergenz von unendlichen 

Reihen mit lauter positiven Gliedern. 



Frage 166. Wenn die unendliche 

Beihe Uo + u^-\- u.2-\ lauter 

endliehe positive Glieder hat, 
ist fiir ihre Konvergenz welche 
Bedingung notwendig? 



Antwort. Da Uq, u^, il, usw. 
lauter endliehe positive Zahlen 
sind, so miissen in der zugehorigeii 
Summenreihe So = ^, Si=£/o + 'Ai 
^2 = '^ + '^i + «2 usw. die Glieder 
5o, ^1, ^2 u. s. f. fortwahrend groBer 
werden. Man sieht nun leieht, 
daB wenn die Glieder der gegebenen 
Beihe immer wacbsen oder von 



SRtze liber die Konvergenz und Divergenz. 
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Frage 156. Beicht das Fallen 
der Reibe von einem endlichen 
Glied Um an, wo ffi eine bestinimte 
endliche Zahl vorstellt, zur Kon- 
vergenz der Reihe aust 



einem bestimmten Glied an gleiche 
Werte erhalten, die Glieder der 
Summenreibe ins Unbegrenzte stei- 
gen miiBten. Die GroBe 

kann fur ein liber alle Grenzen 
hinausgebendes n nnr dann einem 
Grenzwert 5 zujstreben, wenn von 
einer angebbaren Stelle, 
wir sagen von Um an, wo m eine 
endliche Zahl sein muB, j e d e s 
Glied Un-\-\ kleiner ist als das 
vorhergehende Un fiir jedes 
n^ m. 



Antwort. Wir setzen 

Sm=U^ + U^+lh^ \-^m und 

Rm = Um^x + Um-\-i H 1 ^ \\M\\m 

Dann wird: 

s = tfo + ^i + «2 H ad inlinit. = Sm+Rm 



Da alle Glieder endlich sind, hat 
Sm einen endlichen Wert; die Kon- 
vergenz unserer Reihe bangt hie- 
nach nur von dem Rest Rm ab; kon- 
vergiert dieser, so tut es auch die 
ganze Reihe. 

DaB zur Konvergenz des Restes 
das Fallen seiner Glieder ohne 
weitere Beschrankung n i c h t aus- 
reicht, zeigt das Beispiel: 

2,345, 
. 1+2 + 3 + 4"' 

Hier nehmen die Glieder vom 
ersten an ab, aber jedes einzelne 
iibersteigt den Wert 1 und erst 

n-\-\ 

fiir n = 00 wiirde Un= auf 

n 

den Wert 1 herunter sinken. Die 
Surame dieser Reihe steigt offenbar 
ins Unbegrenzte. 

Soli die Reihe 

konvergieren, so miissen die 
Glieder fortgesetzt der Ar^ 
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Tber iiiiendliche Reihen. 



abnehmen, daB sie gegen null 
konvergieren; es muB 

Limes Un = 

sein; denn wiirde kein Glied des 
Restes unter die Zahl ^, welche 
wir uns beliebig klein vorstellen, 
heruntergehen, so ware Rm mehr 

als i + i^ + f -| in infinitum, also 

siclier iiber jeden endliehen Wert 
wachsend. 



Frage 167. 1st die vorhiii ge- 
nannte Bedingung fiir die Konver- 
genz der Reihe ausreichend? 



Antwort. Wenn die vorhin ge- 
nannte Vorbedindung erfiillt ist, 
so folgt daraus die Konvergenz der 
Reihe noch nicht. Die Abnahme 
der Glieder bis null von einer an- 
gebbaren endliehen Stelle ab, ist 
eine notwendige aber keine 
ausreichende Bedingung der 
Konvergenz. Wir wollen dies 
an zwei Beispielen naehweiseii. 



Frage 168. Konvergiert die 
harmonische Reihe 

IH h- + H t 



Ant wort. Es ist; 



9 ^10^ 11^12^13 ^14^15^16'^ 16 



1 _i_l I ± I _i \ \ 9 " • 



Satze Uber die Konvergenz und Divergeiiz. 
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Vergleiehen wir nun die Siimme 5 
der gegebenen Reihe: 






mit der Summe s' der Reihe: 



Oder mit 



^' = 1 + 1 + 2+1 + 



Erkl.108. DieDivergenz derharmoni- 
schen Keihe hat Jakob Bemouilli 1689 
nachgewiesen. 



^„4-...=l-^oo-- = oo, 



so muB s^s^ sein; da aber s' eine 
unendlich groBe Zahl ist, so muB 
auch 5 unendlich sein, d. h. die 
harmonische Reihe divergiert, 
obgleich ihre Glieder fortwahrend 
abnehmen und 



limes Un = — =0 wird. 



n = 00 



n 



Frage 169. Konvergiert die un- 
unendliche Reihe 



11 >' 2 V 3 



% 



Antwort. Fiir 



«o = 0, «i = , , tu 

}-l 



12 



tu = 



/3 



wird das allgemeine Glied 

1 

Daraus folgt 
Limes ^n = Lime-^ = 



1 



0. 



Hienach ist die Vorbedingung fiir 
die Abnahme der Glieder bis gegen 
null erfiillt. 
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Cber unendliche Reihen. 



Setzen wir jetzt 

111. ,1 
II )'2 ]n 

so ist sicher 

yn yn yn 

oder Sn^n—r^ oder s^^y/z 

//^ 

Lassen wir jetzt n ins Unendliche 
wachsen, so folgt, weil }oo = 00 
ist, daB auch 

Limes Sn = oo. 

n = 00 

Die vorgelegte Beihe ist hienach 
divergent. 



Frage 160, Welche Folgerung 
ergibt sich aus den beiden letzten 
Beispielent 

Erkl. 109. Nehmen wir als Beispiel 

J 1 1 

"2 I 2» +2* *' 



so konnen wir den Ausschnitt 

11 1 

2/i-f-i "*" 2«+2 "^ 2/«-|-3 



2„+i + 2«+2 + "* + 2''+3() ^^®^ 



1 



2»4-l ' 2n + 2 



+ 



1 

2ff-r300 



dorch geniigend groUe Wahl von n beliebig 
klein machen, somit konvergiert die 
Keihe. 



Erkl. 110. Der Ausdnick 

heilit der Cauchy'%che Ausschnitt nach 
dem Mathematiker C a u c h y , geboren 1789 
in Paris, ge.storben 1857. Durch se n im 
Jahr 1821 erschienenes Werk Cours d'analyse 
ist er der Begriinder der genauen Keihen- 
lehre geworden. 



Antwort. Zur Konvergenz von 
unendlichen Reihen, welche nnr 
positive Glieder enthalten, geniigt 
die Abnahme der Glieder gegen 
null nicht; es muB noch folgende 
weitere Bedingung erfiillt werden. 

Wir schreiben unsere unendliche 
Reihe : 



s = u^ + u^-^ h «i 



i 



ins Unendliche. 

Die notwendigende und hin- 
reichencie Bedingung fiir die 
Reihe lautet dann: 

Die Summe 

muB lediglich durch die Wahl 
von n fiir jede Zahl r beliebig 
klein gemacht werden konnen. 
Oder anders augedriickt: E3s n»uB 
moglich sein, in der unendlichen 
Reihe geniigend weit drauBen ein 
beliebig langes Stiick heraus- 
sehneiden, dessen Summe kleiner 
als j de angebbare GroBe ist. 



Siitze ttber die Konvergenz und Divergenz. 
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Frage 161. Wie laBt sich 
vorige Bedingung herleitent 



die 



Antwort. Wenn unsere Reihe 

''o "f" ^1 + • • konvergieren soil, so 
muB sich die GroBe Sn 

S„ = Uo + Ui-] \-U„ 

mit unendlich wachsendem n einer 
bestimmten endlichen Grenze s 
nahern, folglich miissen auch die 
GroBen 

S Sn, S - Sfi-{-i, 5 Sn-\-2y»S Sn-\-r 

fiir hinreichend groBe Werte von n 
beliebig klein werden. Das 
Gleiche muB dann auch der Fall 
sein fiir die Differenzen dieser 
GroBen 

5 5fi, -S -^if-l-i . . • -5 Sn-{-r» 

Nun ist aber: 

(5 — Sn) — (S — Sn^i) = S„-^i —Sn = «n + i 

(S — S„) — (S — 5ff4-.,) = 5„-f-2 — Sn = U„-^i + Un-^.^ 

(S — S„) — (5 — S„-\-s) = 5„+s —S„ = U„-^i + U„-^2 + Uni-H 



(S — S„) — (5 — S„-^r) = Sn-\-r — 5„ = U„^i + U„-^^ -\ 1- U„^r 



Erkl. 111. Nehmen wir als Beispiel 






10'^ 
so ist 

S»= 1 -4- ^ + ^ 4- h ^ = UlO ! 

^10^10^^ ^10" 9l 10"/ 

und da bekanntlich der Grenzwert der 
Summenreihe =^ - ist. so folgt : 



s — Sn = 



10 
1 



9. 10" 

1 

1 



1 



'"+^-^" = 9.10"-9.10"+r ^^^' 

9. 10" \ lOri 

Da aber Sn-^r — Sn auch 



1 



-f 



1 



10»H-i ' lOw+'-i 



H h 



U)r 



ist> so sieht man leicht, daO letztere Summe 
^ ein ins Unendliche wachsendes n und 
©in beliebig grofies r sich der Gren/.e null 
nahert. 



Zur Konvergenz ist hienach not- 
wendig, daB 

^n-f-l + Un + 2 + • • -f ^ff-f-r 

beliebig klein gemacht werden kann, 
wie groB auch r sein* mag. 

Wenn diese Bedingung erfiillt 
ist, so sind die Differenzen 

■S n-\-r Sn 

fiir hinreichend groBe Werte von 
n beliebig klein, wie groB auch r 
sein mag. Somit nahert sich 5^ 
mit wachsendem n einer bestimmten 
endlichen Grenze, d h. die Reihe 
ist konvergent. Obige Bedingung 
ist demnach auch eine h i n - 
r e i c h e n d e. 
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Cber unendliche Reiheu. 



Frage 162. Wie verhalt sich 
eine unendliche Reihe tto+^i + ^+ * *, 
in welcher der Cauchy'sclie Aus- 

SChnitt ^n-f 1 + U„-^ 2 + • • • • + Un-irr 

auch fiir ein iiber alle Grenzen 
wachsendes n iiber einer eudlichen 
Grenze g bleibt! 



Frage 163. Welchen Nachteil 
hat dieses wahre Kennzeichen 
der Konvergenzl 



Frage 164. Auf welchem Weg 
gelangt man zii solcben Kennzeichen 
fiir die Kouvergenz bezw. Divergenz 
einer unendlichen Reihe? 



Frage 165. Auf welche Satze 
fiihrt dieses Prinzip der Reihen- 
vergleichuug? 



Antwort. Da wir in der Reihe 
Uf^-\- iiy ^ ' " bis ins Unendhclie 
unziihlich viel solcher Ausschnitte 
bilden konnen, sie s Hen durch die 



cis usw. aiisge- 
dafi die Reihe 



Buchstaben fli, «,> 
driickt werden, so 
durch 

^0 + ^1 H \- u„-\ fli H 

+ ^2 + h ^3 H 

darstellbar ist, so miissen die GroBen 
a, weil jede derselben groJJer als 
die e n d 1 i c h e Grofie g ist, eine 
unendlich groBe Summe ergeben; 
die vorgelegte Reihe ist demnach 
divergent. 



Antwort. Die Summierung des 
Caucliy'schen Auss-^'hnittes 

liilit sich nur in wenigen Fallen 
durch fiihren. Deshalb suchen wir 
jetzt bequenier zu handhabeude 
Kennzeichen fiir die Konvergeuz 
beziehungsvveise Divergenz aufzii- 
stellen. 



Antwort. Urn iiber die Konver- 
genz bezw. Divergenz einer unend- 
lichen Reihe zu entscheiden, ver- 
gleicht man dieselbe mit einer 
an ern unendlichen Reihe, deren 
Kouvergenz oder Divergenz be- 
reits festgestellt ist. 



Antwort. Wir selzen voraus, 
(laB die unendliche Reihe mit lauter 
positiven Gliedern 

4n-A+/2 t-" + t. + '-' 

absolut sicher konvergiere; 
es sei ferner die unendliche Reihe 
mit lauter x>ositiven Gliedern 

'/o + ^i +//2H \ ^ht ••• 
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zur Untersuchung vorgelegt. Dann 
laBt sich beweisen: 

Satz I. Alls der bekannten 
Konvergenz der Reihe 

■ 4 + A + /^2 + 4 + • ■ • 

folgt die Konvergenz der zu 
untersuehenden Reihe 

^0 + «i + «2 -f ^3 H , 

wenn von einer bestimmten 
angebbaren Stelle an jedes 
Glieder der letzten Reihe 
kleiner ist als das entsprechen- 
de Glied der ersten Reihe. 

Denn nehmen wir an, daB vom 
10:^ Glied an die Un kleiner seien 
als die /», also Wio<;Ao, 'Ai<CAi, 
^vi^^vi usw., so folgt: 

d. h. die Sumnie auf der linken 
Seite ist kleiner als eine angebbare 
en liche Zahl. Wenn wir nun 
bilden: 

s = (//o -f «i H i- ^) + (^10 + «ii + ^12 H ), 

so ist U(i -\- Ux -(-..• -}- '^lo auch eine 
end liche Summe; wird zu ihr die 
zweite e n d 1 i e h e Summe 

«io + «n H 

addiert, so muB die Gesamt- 
siimme 5 ebenfalls endlich sein. 
Mit andern Worten: die zu unter- 
suehende Reihe konvergiert. 

Nun setzen wir voraus, daB die 
unendliehe Reihe mit laiiter posi- 
tiven Gliedern 4 + ^i + 4 + * * * 
sicher divergiere, dann laBt 
sich zeigen: 

Satz II. Aus der Divergenz 

der Reihe 4 + A + 4 + •' folgt 
die Divergenz der zu unter- 
suehenden Reihe ^o + ^i+^ +- • 
— beide Reihen soil en nur 
positive Glieder enthalten — , 
wenn von einer bestimmten 
Stelle an jedes Glied der 
letzteren Reihe groBer ist als 
das entsprechende Glied der 
ersten Reihe. 
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Ober unendliche Reihen. 



Denn sind z. B. vom 8jgg Gliede an 
die Un groBer als die entsprechen- 
den Glieder tn; ist also u^^ t^^ 
u^^t^, ^io>^io usw., so folgrt: 

^+tt,+tfio + --->4+4+AoH — 

Aus der Divergenz der Reihe 

4 "h ^1 "*" * • * ergibt sich, daS auf 
der rechten Seite die Sunune 
4 + 4 + Ao + ■ • ■ unendlich ^roB 
sein muB; daher ist auch 

unendlicli und ebenso 

S=^iUo + U,-i h «:) + (^ + "9 + «io H ) 

Mit anderen Worten: Unsere Reihe 
^o + ^i+'^H divergiert. 



Aufgabe 310. Die Reihe 

soil auf ilire Konvergenz bezw 
Divergenz untersueht werden. 



Auflosung. Wir schreiben die 
Glieder dieser Reihe in der Form: 

— 1 — ^ _ 1 

«o-l, ^^1-2 + 1' '^""4 4-1' 



^ 8+1' * 16 + 1 

und vergleiehen diese Reihe 
Uo +Ui+u^-\ 

mit der nach Aufgabe 305 konver- 
genten Reihe 

in welcher 

/ — 1 / — A / — ^ / — J 



ti = 



16 



Dann ergibt sich Uq = 4, ^i <C A , 
U2<t^, ttg<4... Nach Satz I 
muB also die gegebene Reihe kon- 
vergieren. 



Siltze Ubei" die Konvergenz und Divergenz. 
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Aufgabe 311. Desgleiehen die 
Reihe: 

1 + ^ +- + ^- + -H 



Auf losung. Hier ist 

I 9 3 



4' 



tf ^ = 



n 
" /z + 1 



Als Vergleichsreihe 4 + A 4^2 . . . 
nehmen die ahnlieh gebaute har- 
monische Reihe 

. I 1 '111. 1 1 I 

welclie uach der Fragc 158 di- 
vergiert. Aus 

4-1, /, -2, 4-3, ^"-4 •••^''-;j- 

folgern wir: 

«o = 4, «i = A, «« > 4, 

Nach Satz II muB also die zu 
untersuc' ende Reihe auch diver- 
gieren. 



Aufj^abe 312. Desgleiclien die 
Reihe 

JL J ,\ . 1 , 1 , 

1»+ 2*^3*^4*"^* ' ' «*^'" 



Anflosun^. Wir unterscheiden 
die Falle: 

1. *<0; 2. A -0, 3. 0<A< + 1; 
4. A= + l und 5. *> + !. 

Ist A<CO, so konnen wir setzen 
k = — X, wo X eine positive Zahl 
bedeutet, dann wird: 

1 1 

und die Reihe geht iiber in 

Ix -|_ 2« -{- 3^ 4- 4^ H n^ -\ 

Da in dieser Reihe die Glieder 
fortwahrend wachsen bis 00^, so 
muB diese Reihe divergieren. 

Fiir * = folgt K= 1 = 1; hie- 

mit geht die Reihe iiber in 

1 + 1 + 1+1... 
und divergiert. 
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Nehmen wir k als echten Bruch, 
z. B. ^3, so wird 

nf^^n'n und^ = 47. 

Der Nenner rC'* ist hier kleiner als 
AT, der Wert des Bruches — r? liie- 

nach groBer als der Bruch -. Zum 

Vergleich nehmen wir wieder die 
divergente harmonische Reihe: 

niit 4 = 0, A = 1, ^2 = 2--^»=-- 
walireud hier Wq == 0, ^i=,:;, 

'^-"" 2'/» '"^"^/zV;"* ^®^ ^^^" 
sieht «i > A» ^> > 4 . . . tln^tn ist; 
d. h. die vorgelegte Reihe diver- 
giert fiir Werte von ^ zwischeii 
und 1. 

Fiir k =^ 1 erhalten wir die har- 
monische Reihe selbst, also Diver- 
genz. 

Fiir ^>1 schreiben wir: 
1 _J_ 

- 2^ -^2* ^3^ 



^A: -^ 4/t I 5)k I g* I yJ 

1 >J:+_L . ... 1 



Summiert man beiderseits, so folgt: 

-i-4_ _ ^ 4__^ __!_ . ^ __j •>.! _!__!_ _|_ -1 J L - 

2* "^ 2*~^ 4*"^ 8*~^ 1* ' 2* 3* 15 

Auf der rechten Seite erscheint 
unsere Reihe; links dagegen tritt 
die Reihe auf: 



Sjitze Uber KonverKcnz und Diverirenz. 
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Aufgabe 313. Welche der fol- 
genden Reihea sind kou verge nt, 
welche divergent t 

12' 13' 14* 

3. 1 + , . -j~ , - "!" , - H — 

12 13 ]4 



4. 1 



'^^.' f-'-+ 



a 



]2 13-' 14'^ 



Frage 166. W e n n w i e d e r 

^.1 -^ ^i + 4 + • • • e i n e k o n v e r - 
gente unendliehe Reihe ist, 
und ^, Aj , ky , , , i r g e n d e i n e 
unendliehe Reihe j) o s i t i v e r 
Zahlen vorstellt, welche alle 
iinter einer endliehen Grenze 
S bleiben, was gilt daiin von 
der Reihe 



und (iiese geometrische Reihe 
ist nach Frage 153 konvergent fiir 

^^_^<C1, also fiir A>1. Hieraus 

folgt der Satz: Die Reihe 



• • • 



Krkl. t||2. Wenn wir die Glieder ir^^end 
emer konvergenten Keihe, z. B. der zweiten 
^*r vorigen Aufgabe mit beliebigen end- 



' + ' 



1 



1* ' 2*"^ 3* + 4k +••• 

niuB fiir jeden Wert von 
A>1 konvergieren, wahrend 
sie fiir jeden Wert von k, 
der =1 oder kleiner als 1 ist, 
divergiert. 



Auflosung. Da in der ersten 

Reihe k -— 2 un 1 in der zweiten 

4 
Reihe ^ ^^ ., ^st, so konvergieren 

beide, wahrend die beiden andern 

divergieren wegen k = ^,beziehungs- 
9 



weise 



k = 



5* 



Ant wort. Hier gilt der Satz; 
Die neue Reihe 

^0 4 + *i A + ^2 A> + • • • 
muB aueh konTergent sein. 
Denn nelnnen wir 

Sn = to \ A -h A» H ^ tn und 

SO muQ, weil alle f<^, k^ . , ,kn kleiner 
als die endliche Zahl g sind: 

Sn'<g{to+ii ^ h^/i) also 

Sn <.g' Sn sein. 
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Cber unendliche Reilien. 



lichen Zahlen multiplizieren, so ist die 
neue Reihe ebenfalls Convergent, also 
z. B. 



5-f 






12* 



3 
V3^ 



14^ 



Frage 167. Zu welcher Fol- 
gerung fiihit der vorige Satz, wenn 
wir eine beliebige Anzahl der 
Faktoren k = null und alle anderen 
gleich 1 annehmen? 



Frage 168. Wie laBt sich eine 

unendliche Reihe «o + ^i + '^s H 

mit lauter positiven Gliedern mit 
einer geometrischen Reihe 
vergleicheni 



Wenn nun aber alle s„ wegen der 
Konvergenz der Reihe 4 + A H — 
unter einer Grenze s bleiben, so 
miissen auch die Glieder Sn der 
Sunimenreihe der II. Reihe unter 
Grenze gs bleiben. Demnach kon- 
vergiert auch die Reihe 



Antwort. Da an der obigen 
SchhiBw* ise keine Anderung erf olgt, 
wenn wir einzelne Faktoren ^ = 
und die anderen = 1 nehmen, so 
muB die neue Reihe auch konver- 
gieren; ihre Glieder sind aber 
lauter Glieder der Reihe 4 + A "i — i 
aus der eine beliebige Anzahl her- 
ausgenommen sind durch die gleicb 
null gesetzten Faktoren k, Wir 
haben also den Satz: Die Summe 
aus irgend einem Teil einer 
konvergenten Reihe ist gleich- 
falls konvergent. 



Antwort. Wir nehmen an, daB 

in der Reihe tto + ^iH h^/iH — 

von einem bestimmten Glied an 
der Quotient eines jeden Gliedes 
durch das vorangehende uni eine 
endliche GroBe kl einer als 1 sei, 
etwa kleiner als die unter 1 liegende 
Zahl g, Beginnt diese Voraus- 
setzung mit dem nt^ Glied, so 
hat man: 



Un 



<.q, also Un+x <Cq'U„ 



II n-\-i 



U n -f-s 



' <Q, „ Un-^^<iqanM 



<Q, r, Un+s<q'Un 



Tt 



Diese Ungleichheiten werden 
nicht gestort, wenn man auf der 
rechten Seite den Faktor Un-\-i durch 



i 




'\(^Vc^. ■- 
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die grofiere Zahl ^'-/^s, den Faktor 
^9+8 durch die grofiere Zahl 
V*'^ usw* ersetzt. Auf diese Art 
bekommen wir: 

Um^i<q^Un 



Dnrch Addition und Hinzufiigung 
von Ua auf beiden Seiten ergibt 
sich jetzt: 

«# + tf ji-f-i + ««+j -i <Un+qUn'^q^u„ + • • • 

Oder 

«»-f w.-fi+'^^+t-l — <^p(X + q+ q^+ q^-i — ) 

Da aber q<il ist, so ist 

i+q+q'+q'-\-" 

eine abnehmende geometrische 

Beihe, deren Summe =:;; ist 

1 — q 

(Siehe Frage 152). Hienach hat 

das mit Un beginnende Stiick 

unserer Beihe eine Summe kleiner 

als ; fiigen wir noch das 

1 — q 

endliche Stiick tfo + ^ H h^«~i 

hinzu, so folgt, dafi die ganze zu 
untersuchende Beihe 

«i + «i H h «« H 

eine endliche Summe geben mufi, 
also konvergent ist. Daraus 
folgt 8atz I: Wenn in der 

Beihe Oo + ^i + ^H von 

einer angebbaren Stelle an 

der Quotient -/-* stets um 

eine endliche Grofie kleiner 
ist als die Einheit, auch 
noch fiir /i = CX), so ist die 
Beihe konvergent. 



H a A ■ , D«r biRomische Lehrsatz. 14 
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Uber unendllche Reihen. 



Frage 169. Wie gestalten sich 
die Verhaltnisse, wenn in der 
vorigen Reihe von einer angeb- 

baren Un an der Quotient 

groBer als 1 oder =1 isti 



Antwort. Wenn ""^^ groBer als 

1 ist, so muB ^A+i grofier als Un 

sein; da ebenso — > 1, so mufl 

^n-\-tZ> iin-\-\ sein usw. bis insUn- 
endliche; die Reihe steigt von Ur. 
an, und ist daher divergent. 
DaB auch Divergenz eintritt fiir 

= 1, Oder wenn 



u, 



Un = lln-\-i = Uh-\-', 



springt von selbst in die Augen. 
Hienach haben wir den Satz II: 
Wenn in der Reihe 

i/o + «, + i^ H 

von einer angebbaren Stelle 



an der Quotient 



u, 



n i c h t 



kleiner ist als die Einheit, 
auch noch fiir /J = 00, so di- 
vergiert die Reihe. 



Auf gabe 314. Untersuche die Reihe 



X x^ x^ 

1+2+3+ 



+ -- + 

n 



Auf losung. Wir nehmen 
_x _x^ _ JC3 

«« = — , ^/i+i = ^^-i, ... 



und erhalten 



Un 



nx 

n-\-l' n n-\- i 



Dieser Brueh bleibt kleiner als 1, 

wenn x kleiner als 1 ist und zwar 

bleibt er, J^ <C 1 vorausgesetzt, auch 

dann noch kleiner als 1, wenn 

n = oo angenomm^^n wird, weil 

n 
limes , , fiir n = CO sich dem 
/i+ 1 

Wert 1 nahert. Daraus folgt, daB 

unsere Reihe konvergiert fiir 

alle positiven Werte von JC, welehe 

kleiner als 1 sind und divergiert. 



Satze Uber Koiivergenz und Divergenz. 
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Aufgabe 316. Untersuche die 
Reihe 

1 -4-— J 1 __J 1 L... 

^ l-2~l-2-3^1-2-3-4^ 



wenn Jc > 1 ist. Im Fall, daU 
x = l ist, geht die Reihe iiber in 

1 + - + - + - 4- • • • 

deren Divergenz schon in 
Frage 158 nachgewiesen worden ist. 



Auflosung« Wenn wir wie friiher 
1 • 2 • 3 . . . • /2 mit /i! bezeichnen, so 
ist hier fiir Uq = 0: 

1 1 

^1=1, ^2=9,, ^3 = 0, • • 



_ 1 1^ 



Dann 


folgt 














Un+i 
Un 




n + 1 


1 

• 


1 


z. 


R. 














«2. 


1 

2' 


«2 


1 
3' 


«4 
«8 


1 
— -- USW. 

4 



Der Quotient nimmt also mit 

wachsendem n von - an fortwahrend 

ab, bis er fiir n = oo den Grenz- 
wert erreicht; daher konver- 
giert die Reihe. 



Aufgabe 316. Untersuche die 
Reihe 

j^2 j^3 j^4 

*+2! + 3! + 4! + --- 



Erkl. 113. Nehmen wir jc = 4 an, so 
g-elit die Reihe tiber in 

42 4a 44 4r. 4c 

44- -I h 4- 4--H 

= 4 + 8 4. 10^/a + 10^3 + 8«/,, + 53>/« + . . . 

I>ie Reihe steigt also bis zum Gliod tfs ; 
Ua "wird = Jij nnd von da ab fallt dann die 
Reihe. 



Auf losung. Fiir x = \ geht diese 
Reihe in die vorige konvergente 
iiber; somit muB auch die vorge- 
legte Reihe fiir JC = 1 und noch 
vielinehr fiir x<i\ konvergieren. 
Um entseheiden zu konnen, ob auch 
fiir J^ > 1 Konvergenz eintritt, 
bilden wir 

_x'' ^Jc^+M 

und 
Un-\-i_ jC^^ n\ _ X 

Un ~ n-\-l\ x''~ n-\- 1 
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Ftmtr wird 






i-'. 



4 
6 '^ 

4 
6 



Man sieht^ der Wert des Quotienten wird 
immer kleiner und erreioht fiir /i = 00 
den Wert Null. 



Dieser Quotient ist fiir jeden end- 
lichen Wert von x von einer an- 
gebbaren Stelle ab = 1 und fall! 
von da ab, wenn n ins Unendliche 
wachst, bis Null. Hienach ist 
unsere Reihe fiir jeden end- 
lichen Wert von x konvergent 
Dasselbe trifft ofFenbar auch zu 
fiir die Reihe 



1 .cx(cxy(cx)^ 



2! 



3! 



welcher 



m weicner r^einen konstanten 
Faktor vorstellt. Auch sie kon- 
vergriert fiir jeden endlichen Wert 
der Veranderlichen x. 



Frage 170. Wenn in einer un- 
endlichen Reihe mit lauter positiven 

Gliedern der Quotient '*-* beiun- 

endlich wachsendem n sich einer 
bestimmten Grenze g nahert; 
wie gestalten sich denn die Be- 
dingungen der Konvergenz 
und Divergenz? 

Erkl. 114. Betrachten wir die Keihe 

'^^ 3 ^ 6 ^ 7 ^ 2/1- 1 ^ 

9' 
mit U^ = 0^ tti = 0,9, 1/, = -^-, tf, = 0,96.., 



BO gibt sie 



Ui 0,9» tts 



3 . 0,93 u^ 5 . 0,9* 



w. 



3 



lU 



o 



Uu 



!*«+, ^(2/1— 1).0,9« 
Un 2n -^- 1 

Hier wachsen die Werte des Quotienten 

- — von - . 0,9' nach und nach an, bis fiir 
Un o 

n = 00 die Grenze g= 0,9* erreicht wird. 

Die Konvergenz dieser Heihe ergibt sich 

u n4^\ 
schon dai*au;$, daC stets kleiner als 1 

* Un 

ist, auch fiir n = OO. 



Antwort. Da der Grenzwert g 
jedenfalls positiv ist, so kann g 
nur liegen zwischen und 1, oder 
= 1 sein oder den Wert 1 liber- 
steigen. — Nehmen wir den Fall, 
daB dieser Grenzwert g um eine 
angebbare GroBe kleiner als 1 
sei, so kann sich der Wert des 



Bruches 



tti 



dem Grenzwert g 



nahern entweder durch Wachstuin 
von unten, d. h. von auf warts, 
oder durch Abnahme von ob€ii» 
d. h. von 1 abwarts. Trifft das 
erstere zu, so sind die Beding^ngen 
fiir die Konvergenz nach dem vor- 
letzten Satz erfiillt. Ist dagegen 

g der Minimalwert von — ^~ fiir 

^ Un 

n = 00, so miissen die vorangehen- 
den Werte von grofier als ^ 

sein; somit muB es in der Reihe 
eine angebbare Stelle geben, von 

welcher an der Quotient „ 

kleiner als eine bestimmte Zahl Q 
ist, welche kleiner als 1 und grofler 



SMze ttber Konvergenz und Divergenz. 
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Krkl. 115. Nehmen wir die Reihe 



al8 der Grenzwert g ist. Hat diese 
Stelle den Index k^ so folgt: 



2= 



2* ' 2» 



+ 2/. + 12/1 + 3 
' 2« 2«4-* 



-^^<^, ?*^<^, --<^, 






SO erhalten wir mit 



«g = g, tf»=l, «s= 2 ®*«- 



1^1 



3 «a_ 5 2 _ 5 
'2* tfs~"2^'3 —3.2" 

tf ^ 7 2«_ 7 7 

tt,~2a'5 ~5.2~"i0 



5 
6 



If /I 



2« + 3 _/ 
(2« + l).2 V 



n+lj'2 



Der Wert des Quotienten - fftUt dem- 

Un 

3 
nach von - ab bis zu dem Grenzwert 

g = - fur n = 00 ; wir sehen, dafi schon 

vom zweiten Glied an der genannte Quo- 

tient kleiner als 1 ist; wenn wir 17 ^ - an- 

nehmen nach der Annahme 1 <^ ^ <C ^) so 

wurden we^en - = ^ und — = — alle 

a, 6 iig 10 

Quotienten vom dritten Glied an aufw&rts 

kleiner als ^; der Index k im Beweis w&re 

hienach = 3. Weil g<^^ ist, muC die 

Heihe konvergieren. 



^'±^ < n 

It ^^ T> • • • 

Dies gibt 

Daher ist um so mehr: 

Uk-^i < Ukq\ tf jn-8 <Ukq\... 

Die Addition liefert jetzt: 

Uk + Uki-i + tf *4-2 + «*H-8 
+ '<ttA(l + y + y« + 9»+...) 

^ 1 



Da dieser Ausdmck einen 
endlichen Wert hat, so muB auch 

Uk + '^Jk+i H eine endliche GroBe 

sein; fiigen wir noch die endliche 

Summe ^ + Wi -| \- Uk—i hinzu, 

so erhalten wir wieder eine end- 
liche Summe; mit anderen Worten: 
die vorgelegte Reihe konver- 
g i e r t. 

Im Fall ^!>1 denken wir uns 
zwischen 1 und g den unechten 
Bruch q eingeschaltet, so daB q 
zwischen 1 und dem Grenzwert g 

liegt Der Quotient , nahert 

sich von dem kleineren Wert 1 
herauf einer iiber der GroBe q 
liegenden Grenze g'^ demnach muB 
er von einer bestimmten Stelle an 
grofier als q werden. Hat diese 
Stelle den Index k, so erhalten wir 
durch ahnliche Schliisse wie oben: 

Uk + Uk^i -h Uki-2 -\ >Uk{l + q-^q^'] ) 

Die geometrische Reihe 

1 -i- q -\-.q^ -{ 
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tber unendliche Reiheii. 



muB aber weil ^ > 1 ist, diver- 
gieren; die Sumnie links ist liie- 
nach unendlich groB imd dasselbe 
gilt auch von der ganzen Reilie 

«0 + "l + «2 H 

In dem Fall, daB sich der Quo- 



tient 



«/.+i 



a 



dem Grenzwert 1 nahert, 



n 



liiBt sich keine bestimmt^ Stelle 
angeben, von weleher an der Quo- 

tient kleiner als 1 odergroSer 

Ufi 

als 1 bleiben niuB; die vorige Art 
der Untersuchung, deren Schwer- 
punkt in der Einsehaltung einer 
bestimmten GroBe q zwischen 1 und 
dem Grenzwert g liegt, versagt, 
wenn der Grenzwert ^ = 1 ist, und 
es bleibt hienaeh unentschiedeii, 
ob die Reihe konvergiert oder di- 
vergiert. 



Frage 171. Welche Satze er- 
geben sich aus den vorigen Unter- 
suchnngen? 

Erkl. 116. Diese S&tze entkalten das 
alteste and wichtigste Kennzeichen fiir 
die Konvergenz bezw. Divergenz einer un- 
endlichen Reilie; es findet sich schon bei 
dem Mat'hematiker Johann Bernouilli, 
geb. 1667 zu Basel, gest. 1748. 

Erkl. 117. Diese Kennzeichen lass en 
sich kurz so ausdriickcn: 



Limes 



tin 



1 Konvergenz 
1 unbostiramt 
1 Divorirenz. 



A ntwort. Satz 1 : Wenn i u 
einer Reihe mit nur positiven 
Gliedern der Wert des Quo- 
tient en "^^ sich fiir n = zo 

tin 

einer Grenze g nahert, welclie 
kleiner als 1 ist, so ist die 
Reihe konyergent. 

Satz 2: Wenn dieser Grenz- 
wert """^^ fiir n = QO groBer ist 

als 1, so ist die Reihe direr- 
gent. 

Satz 3: Wenn der Grenzwert 

Un 

gleich ist, so kann die Reihe 
konvergieren oder dirergieren 
und es bedarf zur Ent- 
scheidung einer weiteren 
Untersuchung. 



fiir ri = oo der Einheit 
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Aufgabe 317. Untersuche die 
Beihe 

ax a(a + l)x'' 
J- "t" "^ i w\ 

^ '^' Auflosung. Hier ist 

, a(a + l)(a + 2)x^, 
■T 3I \ ' _a(a + lKa + 2)...(a-{' n — l)'X^ 

in welcher a und x positive end- 

liche Zahlen bedeuten. und 

_ fl(g + l)(g + 2) , .,{a + n — l){a + n)x^^ ^ 

daher 



Un^^ ^ {a +Jiyx ^ (n +l + a — i)x 
u„ n + l /2 + 1 



<^^m 



Wenn wir n ins Unendliche 

wachsen lassen, so nahert sich 

a — 1 

— .— ; der Grenze 0, die Klammer 

/i+ 1 

a — 1 

1 -| ,-- der Grenze 1 und die 

n -\- 1 

rechte Seite also der Grenze X; 

d. h. es nahert sich der Quotient 

— "^^ fur n = 00 der Grenze x, 

Daraus folgt nach Satz I und II 
der vorigen Frage, daU die Beihe 
konvergiert fiir x kleiner als 1 und 
divergiert fiir x groBer als 1. Fiir 
X = 1 versagt nach Satz III unsere 
Begel und es bleibt die Konver- 
genz zweifelhaft. 



Aufgabe 318. Ebenso die Beihe 
'o-I ^"-^1 3 ^« , 1 3 5 x^, Auflosung. Wir setzen 



r - 2 3' 

1 3 JfS 1 3 5 JC' 

- - . • // . ^r^ — • — • • _ - 

2 4 5' * 2 4 6 7 



«8 = o ■ . „ , «4 = 
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Cber unendliche Reihen. 




Dann tolgt 




13 5 7 2/1 — 3 JC*— ' 
• 2 4 6 8 2/1 — 2 2/1 — 1 




13 5 7 2n — 3 2/» — 1 x»»+' 
"•+» 2 4 6 8 2n — 2 2n 2n-^l 




also 


UnM 


2n — l Jt»"+» 2/x — 1 (2AJ — 1)*JC* V 2n) '^ 
2n 2/i-f 1 Jf*'-' 2rt(2«+l) ,1 

~^2n 



Lassen wir jetzt n ins Unendliche 
wachsen, so wird ^ zu null und 
wir erhalten als Grenzwert g des 



Bruches 



u^ 



tixr n = oo ofFenbar 



X*. Daraus schliefien wir, dafi die 
untersuchte Beihe konvergiert fiir 
JC* <; 1, und dafi sie divergriert fiir 
JC«>1. Pur JC = 1 wird ^=1; 
somit bleibt dieser Fall unent- 
schieden. 



Frage 172. Wie lassen sich die 
beiden Satze, welche in Frage 165 
aus dem Prinzip der Reihenver- 
gleichung gewonnen worden sind, 
umformenf 



Antwort. Wir nehmen wieder 
an, dafi die unendliche Reihe 

mit lauter positiven Gliedem ab- 
solut sicher konvergiere. Von 
der zu untersuchenden unendlichen 

Reihe «o + ^i + ''j H mit lauter 

positiven Gliedem setzen wir vor- 
aus, dafi an jeder Stelle, deren 
Index grofier als eine endliche 
ganze Zahl k ist, die Bedingoa^ 
erfiillt sei: 
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Dann ist: 

^k+S ^'a + 3 

- - ■ - ^^^ ■ 

''45+2 'a + 2 



^k+4 h + 4: 
«A + 3 ^A + 8 



Durch Multiplikation von 2, 3, 4.. 
dieser Ungleichnngen ergibt sich: 

«A+1 ik-\-\ 



Hienach folgrt durch Addition: 

«*-f2 , ^k + Z , ^k-\-4. , ^^Aj + 2 , ^* + 3 , ^*4-4 , 

Uk^l ^A + l «*+l ^k+l ^k+\ ^k+l 

Oder 
and 



Da nach unserer Voraussetzung 

die Beihe 4 + A + 4 H kon- 

vergiert, so ist die Summe 

tk + 2 + ^ife + 3 + ^Aj + 4H 

eine endliche Grofie; es steht hie- 
nach auf der rechten Seite unserer 
Ungleichung eine endliche Grofie; 
somit mufi auch die linke Seite 

^ife + 2 + ^A+3H 

endlich sein; das gleiche gilt jetzt 
auch von der Beihe 



218 



Cber unendliche Reihen. 



d. h. diese Beihe konvergiert eben- 
falls; wir haben hienach den 

8atz I: Wenn in der zu 
un tersuchenden Reihe von 
einer angebbaren Stelle an 

der Quotient - "^^ kleiner 

bleibt als der entsprechende 



Quotien t 



tn 



in einer be- 



kannten konyergenten Beihe, 
so ist die zu untersuchende 
Beihe konyergent 

Durch eine ganz ahnliehe Be- 
weisfiihrung kommt man audi auf 
den analogen II. Satz. 

Wenn in der zu unter- 
suchenden Beihe von einer 
angebbaren Stelle an der 

Quotient - "— groBer bleibt als 

der entsprechende Quotient 

^7" in einer bekannten dl- 

Tergenten Beihe, so ist die zu 
untersuchende Beihe diTergent 



Aufgabe 319. Welche Bedingungen 
der Konvergenz bezw. Divergenz 
ergeben sich fiir die unendliche 

Beihe i/© + "i + ^ H bei der 

Vergleichung mit der Beihe 

1+1.1.... 
aus dem vorigen Doppelsatzlf 



Auf losung. Aus der Losiing der 
Aufgabe 312 wissen wir, daU die 

Beihe o' "^ 2* "^ 3^ "' konver- 
giert fiir jeden Wert von 2:>1 
und daB sie divergiert fiir 2 = 1 
und 2 <C 1. 

Nehmen wir jetzt 



4 = 0, A = 



1 X» "^2 02» 



4=1... 



SO ergibt sich aus dem vorigen 
Doppelsatz, daB die zu unter- 
suchende Beihe Uq -\- Ui -\- u^ ~\- • • 
konvergiert, wenn von einer 
bestimmten Stelle an 



S^tze ttber die Konvergenz and Divergenz. 
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~Un < T-«der 



n 



Utt-\'i 



u 



< 



n 



C-Tl)' 



und dabei 2: > 1 ist. Ebenso er- 
gibt sich, daB die Beihe 

«o + "1 + ^ + • • • 

divergiert, wenn von einer be- 
stimmten Stelle an 



u„ 



> 



(»T-0' 



und dabei z= \ oder z <C^\ ist. 



Frage 173. Wie lassen sich die 
soeben gewonnenen Bedingungen 
in bequemcre Form en bringen? 



Erkl. 118. Nehmen wir 



^^xjd+iy-ij 



und setzen voraus, daJ2 a eine konstante 
Zsihl bedeutet, wahrend X oine beliebige 
veranderliche Zahl vorstellt, so gibt: 

X = 1 . , . yi ^ 2° — I 

JC = 00. .Kx- OOll —1}^ 



jr=3 



jc = 4 



00.0. 



I>er Grenzwert tritt hienach unter der im- 
bestimmten Form OO-O auf; zu seiner Be- 
st'immuDg wenden wir am einfachsten die 
Regain der Differenzialrechnung an (Siehe 
Ha-as-Kleyer, Differonzialrechnung IT. Teil 
pa^- 115). 



ABtirort. Wir bilden den Aus- 



druck n 



; geben wir jetzt 



der Zahl n die Werte 1, 2, 3, 4..., 
so konnen die zugehorigen Werfe 






\ 



g/a 



la* 



1 



Ij,- • • 



usw. sich einein bestimmten Grenz- 
wert g nahern, wenn wir n ins Un- 
endliche wachsen lassen; wir 
nehmen an, daB 



Limes n 






1,=^ 



sei f iir n =^ CX) und unterscheiden 
die zwei Falle, daB erstens^>l 
und zwei tens g<C\ sei. 

Im ersten Fall g^l konnen 
wir zwischen 1 und g eine be- 
liebige Zahl a wahlen, so daB 

gZ>CL und a> 1 ist. 
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fjbei: UDendliehe Reihen. 



Wir vetzen 



_(■-!)'- 



J' = - 



1 

X 



w*)=(i + i)'-i 



v(jc) = — und erhalten 
y = ^7-^: somit folFt 



Limes yfl, = Limes —,-.-; 



= Limes 



.(-0*"'(-i=) 



1 



00 
Daraus iolgt, dafi 

r 



(l\fl-~i 
1 H — I 
^/ 



Limes jr j M -|- _ V — 1 1 =a ist fiir jr = OC. 

Schreiben wir n statt jc, so haben wir 
die Formel : 

Limes /i ! M -j. _ V _ l i = j fur « = 00 • 



Diese Zahl ^ lafit sich auch ak 
ein Orenzwert aaffaBsen^ deun der 
Ausdruck 



"lO^O'-l 



erhalt f iir n = oo den Wert a oder 
es ist 

Limes /?! (^1 + ^V—ll = fl 

f iir /I = OO 

(Siehe Erkl. 118). 

Die Ungleichung g>a geht hiemit 
liber in 

r- J ^'^ it 
Limes n\ W 



I 



n = oo 



>Lime6/?{A+^y-l 

n = oo 

Demnach muQ auch schon fiir 
ein endliches n von einer angeb- 
baren Stelle an 



'■l"^-}>''{0+0'- 



1 



\ 



eein; dann ist aber auch 



Jln_ 



>{! + 



> 






Oder 



wahrend gleichzeitig fl > 1 ist. 
Somit ist die obige Konvergenz- 
bedingung (Frage 172) 



Un 

welclie auch 

Un 



< 



^«+i 



> 



\n + \) ' 



geschrieben werden kann, erfiillt, 
wenn der Grenzwert ^ > 1 ist. 



8itie ttber die Konrergenz und Divergenz. 
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Im zweiten Fall g<Zl wahlen 
wir zwischen g und 1 eine be- 
liebige Zahl b, so daB 

g<b und *<1 ist. 

Wir stellen una vor» es sei b der 
Orenzwert des Ausdruckes 



"O+^y- 



ftir n = cxD. Dadurch bekommen 
wir fiir g<Cb jetzt: 



Limes fii— — 1 r <C 
f tir n = oo 



Limes /i[(l + ^) -IJ 



fiir n=oO: 



Frage 174. Welches sind jetzt 
die fiir die unendliche Reihe 

tf + «1 + ^2 H 

mi^ lauter positiven Gliedern ge- 
wonnenen neuen Bedingungen 
der Konvergenz oder Di- 
vergenz? 



Es muB also auch schon einen end- 
lichen Wert von n geben, fiir 
welchen 



i ^n 



— 1 



< 



ausfallt; dann ist aber 



,{0+Ay_,j 






< 



> 



\n-fl) 



Oder 



wobei 6 <C 1 angenommen ist. Die 
Divergenzbedingung der Frage 172 






c:o'" 



fiir z<l 



wird demnach erfUUt, wenn der 
Grenzwert g kleiner als die Ein- 
heit ist. 



Antwort. Aus den vorigen Be- 
trachtungen folgt 

8atz I: Wenn in der zu 
untersuchenden Reihe 

^0 + ^1 + ^ H 

der Grenzwert des Ausdrucks 



A"- -A 



>1 ist fiir /i = 00, 



so ist die Reihe konyergent, und 
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Gber unendliche Reihen. 



Erkl. 119. Wenn der Grenzwert g den 
Wert 1 erreioht, oder wenn 

Limes n\- 1>=1 

ist, so miissen zur Entscheidung, ob Kon- 
vergenz oder Divergenz vorliegt, noch 
weitere Untersuchungen angestellt werden, 
welche wir hier weglasscn. 



Erkl. 120. Die obigen Konvergenz- 
und Bivergenzbedingungen hat zuerst 
Raabe aufgestellt 1832 in der Zeitschrift 
fur Physik und Mathematik 10. Bd. Seite 63. 



8atz II: Wenn in der zu 
untersiichenden Reihe 

« + ^1 + «2 H 

der Grenzwert von dem Aus- 
druck 

ist fiir n^=00^ so ist die Reihe 
divergent. 

Mit diesen Satzen lassen sich in 
den meisten Fallen die Unter- 
suchungen iiber Konvergenz bezw. 
Divergenz da zum AbschluQ bringen, 

wo das Kennzeichen " ^ alleinzur 

Entscheidung versagt hat; wir 
zeigen dies an folgenden Beispielen: 



Aufgabe 320. Zu entscheiden, ob 
die Reihe 

X 1 x^ 

1^2 3^ 

der Aufgabe 318 fiir x^=\ kon- 
vergiert. 



Auflosung. Wir erhielten dort: 



Un 



(-i) 



2 



JC« 



1+ 



1 

in 



Fiir x=\ f olgt daraus 



„l Un 



1 



— 1 =/z 



'i 









1 

'An 
2n) 



hienach ist 



Limes n 



//« _j)^3 

\Un^l \ 2 



fiir /z=-00; der Grenzwert g ist 
also groBer als 1, und die Reihe 
konvergiert aueh fiir x = \. 



Satze liber die Konvergenz und Divergenz. 
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Aufgabe 321. Es soil die hyp er- 
geometrische Reihe 

.ab ,a{a-\-l)J{b±\) a{a + l){a + 2)b{b + l){b + 2) ^^ 
l + l-r''"^ l-2-t(r+l) "^ ^ - ^ - - . -- . - ^ 



l-2-3-^(r+l)(^+2) 



worin fl, 6, c positive Zahlen be- 

deuten, untersucht werden. Auflosung. Hier nehmen wir: 



ab 



a(M-l)6(6 + l) , 

" • • « • 



ao — 1, «i — ^^ ttj— i.2.f.(c+i) 



Un = 



fl( fl+i) (fl + 6) . . . (g + /? ^ ) h (H:JL) (H: 2) .M* +^-i) 

l'"2 • 3 . . . «• c-(f + DU h 2) . . . (f + « — 1) 



_ a^fl + 1) (a + 2)...(a + ff)^(^ + 1) (b -\-2). . . {b + n) ^„^, 
«»+!- 1.2-3. ..(n + l)-f(c+l)i<^+2)...(c + «) 



Daraus folgt: 



Un+i^ {a -\- n ){b -\- n) ^ ^ 
Un {n -\- \)lc -\- n) 






Hienach ist 



Limes 






X im n = CX). 



Nach den Satzen der Frage 171 
konvergiert daher die obige Reihe, 
wenQ a:<;1 ist, dagegen divergiert 
sie fiir x>l. 

Zur Erledigung des Falles x = l 
bilden wir 



n\ 
\u„ 



— 1 



4-1 



= n 



[(fl + /z)(6+/z) 



■i-i 



('+-:^c+' )-c+')C+') l' 



r+1 — fl — 6 + 



a6 



/z 



a-oG+o 
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Ober unendliche Reihen. 



Limes ft 
n = oo 



«i 



[i^n^i 



-} 



Daraus tolgt: 
c— ab 



c-\'t — a — b + 



= Limes 
n = oo 



n 



a+oe+o 



^+1— (<! + *). 



Nach dem Satz I der Frage 174 kon- 
vergiert unsere Beihe auch fiir 
Jf=l, wenn c^a-^b ist. 



Aufgabe 322. Es soil untersucht 
werden, fiir welche Werte von x 
die unendliche Beihe 

+ 1. 2-3. 4^5"""'^ ''+••• 
konvergiert. 



Aaf losnag. Wir setzen 



^ = 



X(2»_x») . . 
"^=1 -2 -3:4:5—"^" 



8in*x 



«s 



_ x(2*— ;i*)(4»— i>-*)(6*— ;i») 

1-2-3-4-5-6-7 



sin'x 



„ M2*-X«)...(t2/i]«-X») . „ 



««+! = 



>.(2*-i*)..([2/»+2]»-X») - 



(2/1 + 3)! 



«■**+» jc 



und erhalten: 



Un+x 



(2fl + 2)» — X» 
(2« + 2)(2/» + 3) 



0+1)0+0 



sin* JC 



sm^JC 



daraus folgt 



Limes 



^IT+l 



n = oo ''" 



sin'JC. 






Heft 




l-i'32- 3-/ j Yi'.iT[^ >4 -> . 



^^^ 



^r- 



Der binomische und 
polvnomische Lehrsatz. 



J 





VoUstandig gelOste 

HuFgoben-Sammlung 

— Mbsk Anhiogm OfflMier Mpbe^ 

mit 

Ivrii ni litwiddoiig kr beHiitztei Sitie, Pdrmein, iDgelo ii Pragw md Antwortei 

erlAutert durch 

viele Holzschnitte ft lithograph. Tafelo, 

aus alien Zweigen 

der Rechenknint, der niederea (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen und sphSrischen 
Tngonometrie, synthetischen Oeometrie etc.) u. hdherea Matfaematik (h5here Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Oeometrie der Ebene u, dcs Raumes etc) ; — 
aus alien Zweigen der Physik, Mechanik, Qraphostatik, Chemiei Qeodfisiei Nautik, mathemai 
Oeographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, Waaser-, BrOcken- u. Hoch- 
bau^; der Konstruktionslehren als: darstell. Oeometrie, Polar^ «. Parallel-Perepectivc^ 

Schattenkonstmktionen etc. eta 

fAr 

Schuler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militirs eta 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 
herausgegeben von 

Dis Adolph KleyePp 

MtthcButiker, ttnlddcr hMgl. preoitischer Feldmesser, vereideter grossh. hmltcher Oeometer I. KUste 

in Frankfort a. M. 
Miiwirkung der bew&hrtesten Kr&fte. 
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Der binomische und polynomische Lehrsatz, die arithmetischen 
Reihen hoherer Ordnung und die unendlichen Reihen. 
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Ziim Selbststudium und dem Oebranch an Lchranstalten. 
Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. A. Haas. 
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Cber die Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reiben. 
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Nach unserem ersten Hauptsatz 
(Frage 171) konvergiert unsere 
Beihe, wenn sin^x kleiner als 1 
ist; dies trifft zu fiir alle Winkel 

n 

Jf, welche zwischen und — und 

n 

und — -liegen,al8o konvergiert 

n n 

die Beihe fiir - > Jf >- — -. Zur 

Entscheidung des Falles sin^JC = l 
bilden wir 



^U»+i J '^i 



( 2/g + 2 )(2/i + 3) 
(2/? 4- 2)'— A* 



) (5 



2+2 + ^* 
(2fl + 2)*— i* 



(^+l)-i 



Daraus folgt: 



Limes 





« 114-1 



2 
2« 



1 
2 



Nach dem II. Satz der Frage 174 ist 
unsere Beihe fiir sin*Jf = l oder 

fiir x = ^--n divergent. 



4. Uber die Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen 

mit positiven und negativen Gliedern. 



Frage 176. Welche Anhaltungs- 
punkte fiir die Entscheidung der 
Konvergenz bezw. Divergenz bietet 
eine Beihe, deren Glieder ver- 
seliiedene Vorzeichen haben! 



Erkl. 121. Wenn die Reihe II konver- 
giert. so heiiit die Reihe I absolut kon- 
V e T g e n t ; ihr Grenzwert ist von der An- 
ordnuBg der Olieder innerhalb der Reihe 
nnabhangig; wie man auch die Glieder um- 
stellen mag^ folgt stets die namliche 
Summe: man bezeichnet diese Eigenschaft 
als unbedingte Konvergenz der Reihe 
mit positiven und negativen Vorzeichen. 
Haas, Der l)inoini8che Lehrsati. 



jLntwort. Wir betrachten die 
unendliche Beihe I: 

tfo — ^i — ^+^ — «4 — «5 + ^6 — ••, 

in welcher auf ein positives Glied 
stets zwei negative folgen. 

Aus ihr leiten wir eine II. Beihe 
ab, indem wir in der gegebenen 
alle negativen Vorzeichen in posi- 
tive umwandeln, d. h. wir bilden 

^0 + '^l + ^ + ^^3 + «4 H 

und untersuchen diese Beihe II auf 
ihre Konvergenz bezw. Divergenz. 

15 
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t!ber imendliche Reihexi. 



Siehe Cauchy, Analyse alg^briquo 1821. 
Lejeune-Dirichlet, Berliner Abhandlan- 
gen 1837. Scheibler, tTber iinendliohe 
Reihen; lueipzig 1860. 



Wenn hier nach unseren friiheren 
Regeln die Konvergenz nachge- 
wiesen ist, so hat der Grenzwert 

S = z/o + ^1 + ^ H 

einen bestimmten endlichen Wert. 
Das Oleiche muB dann aach der 
Fall sein fiir den Grenzwert der 
Summe der positiven Glieder, d. h. 
fiir 

und fiir den Grenzwert der Summe 
aller negativen Glieder, d. h. fiir 

5. = «1 + «2 + ^4 + ^^ H , 

denn es ist ja S = Si -\- s^. 

Daraus ergibt sich aber, daB auch 
die Differenz Si — Sg eine bestimmte 
endliche GroBe 5 sein muB ; letztere 
bedeutet aber nichts anderes a Is 
den Grenzwert der Summe 



tf, 







U, - 11^ + 



der gegebenen Reihe I. Wir sehen 
daraus, daB die Konvergenz der 
Beilie II jene der Reihe I ziir 
Folge hat. Ganz ahnliche Schliisse 
lassen sich in alien anderen Fallen 
Ziehen; wir haben hienach den 8atz: 

Eine Reihe mit positiven 
und negativen Gliedern ist 
konvergent, wenn die andere 
Reihe konvergiert, welclie 
dieselben Glieder aber luit 
lauter positiven Vorzeichen 
enthalt. 



Aufgabe 323. Es soli die unend- 
liche Reihe I 

3" 3^^ 3^ 3^"^ *' 

auf ihre Konvergenz untersucht 
werden. 



AuflosuQg. Wir bilden die 
Reihe II 

3 ^3-*^ 3^ ^3*^ 

^ , /^ + 1 

nut Un= ^„ imd ««-hi= .>v-hi > 



Cber die Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen. 
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Frage 176« Gibt es auch unend- 
liche Reihen mit positiven und 
negativen Gliedern 

welche konvergieren, wahrend 
die aus ihnen gebildeten Reihen 
mit den namlichen Gliedern und 
nur positiven Vorzeichen diver- 
gi e rent 



dann ist 

Ujtj±^(n + 1)3'' ^n_±l ^_^n 
Un /I •3*'+^ 3/1 3 ' 

daraus folgt 

Limes — — = J fur /l = 00 

Un 3 

d. h. die Reihe II konvergiert, so- 
mit auch die zu untersuchende 
Reihe I. 



1+1 + 1 + 1 + 



Antwort. Im Jahr 1669 fand der 
englische Mathematiker James Gre- 
gory und nach ihm Leibniz, dafi 

4 3^5 7 ^ 

ist; dabei bedeutet ti die bekannte 
Irrationalzahl 3,1415 . . . 

Bilden wir aus dieser Reihe I 
die Reihe II mit nur positiven 
Gliedern : 



2n—\ • 2// + 1 



so ist in ihr 



Un = 



2n 



r ''"+^-"2/?+"r 



daher 



T-. tf»4-i T- 2//— 1 2 

Limes = Limes ^ rv = ~T = 1 

u„ 2// + 1 ,1 

' /z 

fiir n = OO; nach Satz III der Frage 171 kann die Reihe konvergieren 
Oder divergieren. Daher bestimmen wir jetzt: 

2n 



Limes n 



u„ 



= Limes 



= Limes n 
2 



S'^ + l.i 
2/1 — 1 



= Limes 



2n—l 



— = 1 fiir n = oo; somit bringen 



n 



auch die zwei Satze der Frage 174 keine Entscheidung. Wir sehen 
aber, daO 

1+3 ' 5 + 7 "^ "^ 2 "*" 4 "^ 6 ~^ 8 "^ ' ^^^^ ^^^^^ 



'+-3 + 5+-7 + 



>li^+l + l + \+-)- 



228 



(jber unendliche Reihen. 



Erkl. 122. Reihen I mit positiven und 
negati ven Gliedem, welch e konvergieren^ 
w&hrend die aus ihnen gebildeten Keihen 11 
mit nur positiven Gliedem divergieren, 
heifien nioht absolut konvergent. 
Jede derartige Reihe konvergiert nur be- 
dingt, d. h. ihre Summe ist von Anord- 
nung der Glieder abhftngig. 

(Satz von Biemann 1867^ Gdttinger 
^bhandlungen). 



Frage 177. Kennt man allge- 
meine Satze, durch welche sich 
die Konvergenz von Reihen mit 
positiven und negativen Gliedem, 
deren Reihen II mit nur positiven 
Gliedem divergieren, entscheiden 
lafit! 



Frage 178. Welches ist die Be- 
dingung fiir die Konvergenz von 
unendlichen Reihen mit ab- 
wechselnden Vorzeichenl 



52 = 1 

s* = (l 

s, = (1 

5„ = (1 



1 ' 



Da nach Frage 158 die harmonische 

• divergiert, 



Reihe 1 + 1+3 + 



so muB auch die Reihe 1 + « + v -h • • 

o 5 

divergieren, wahrend 

1 — s'^s""? ' — konvergiert 

Aus diesen Betrachtungen folgt, 
dafi es tatsachlich Reihen I 
gibt, welche konvergieren, 
wahrend die aus ihnen gebildeten 
Reihen II mit den namlichen Glie- 
dem und nur positiven Vorzeichen 
Divergenz zeigen. 



Antwort. Solche allgemeine 
Satze sind keine bekannt; da- 
gegen laOt sich die Konvergenz 
erkennen bei Reihen, in welchen 
auf ein positives Glied stets ein 
negatives folgt, auf dieses wieder 
ein positives usw. Derartige Reihen 
heifien Reihen mit abwechseln- 
den Vorzeichen; z. B. 



1 + 1-V 



oder 



u^ 







Z/l + 1^ — 1^3 + //4 — 



Antwort. Betrachten wir die aus 
der harmonischen Reihe gebildete 
Reihe 

so zeigt dieselbe auBer dem regel- 
maQigen Zeichenwechsel nocli 
die Eigenschaften, daB die abso- 
luten Werte der Glieder fortwahrend 
abnehmen bis zum Wert Null ini 
Unendlichen. Wir schreiben: 



/a) "r ( I'n 



'A) 
■ \\) + CA - V«) 

V.) + (V5 -Vr.) + (V7 



- '/i' 



i 



Ober die Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen. 
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Da die eingeklammerten Differenzen 
alle positiv sind, so folgt/daQ 

Die GroBen 5^, 54, Sg, 5^ . . . nehmen 
also mit wachsender Gliederzahl 
an GroBe immer zu. Wir konnen 
aber auch folgende Zusammen- 
fassungen machen: 

V* 

■ (V. - 'A) 

(V, - Vs) - CA - 'A) 

CA - V») - (Vi - V5) - (V« - V7) 

Da auch hier die einzelnen 
Klammem positiv sind, ist 

Die GroBen 5^, S3, 55, S7, Sc, nehmen 
fortgesetzt ab. 

Nun ist aber 



"^8 o > "^101 



1 

8' 



^100 — 



100' 



'10001 



^10000 — 



10000' 



^2«+i — Sin = ^ und 

Limes s^n-^i — s^n = fiir n = 00. 

Somit nahem sich 5i, 5^ . . . und 
^2> ^4> ^6 . . • einer und derselben 
Grenze 5, und zwar geschieht dies 
in der ersten Reihe durch fort- 
wahrende Zunahme, und in der 
anderen durch fortwahrende Ab- 
nahme; daher muB dieser gemein- 
schaftliche Grenzwert s eine be- 
stimmte endliche GroBe sein. 

Vermoge der Gleichung 
s = Lime^ ^sn+i == Limes s^n 
ist nun 

c 1 1.1 1.1. 
eine konvergente Beihe. 
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Durch ganz ahnliche Schliisse 
kommt man bei jeder Reihe mit 
abwechselndem Vorzeichen 

UQ — u^ + Ut-\ 

zu dem Satz: 

Eine unendliche Reihe mit 
ab wechselnden Vorzeichen 
konyergiert, wenn das An- 
fangsglied endlich ist und die 
Zahlenwerte der Glieder mit 
wachsendem Stellen ze iger 
abnehmen und sich der Null 
als Grenze fortwahrend 
nahern. 



Frage 179. Welches eigentiim- 

liche Verhalten zeigt die Reihe Antwort. Wir bilden zuerst die 

^ ^ ^ ^ ^ „ Summe. der 2n ersten Glieder: 

2 3,4 5,6 7, , 

l-2 + 3~4 + 5~6+~"' c _2_3 4 5 , 

'^^"""1 2+3 4 + - 



nun ist 



2« _ 
^ 2n \ 


2« + l 
2« ' 


?- + 


1 
J' 


^^+ 


1 


^-+ 


1 

3' 


2n 
'In -1 


= 1+ ^ 
^2n 1' 


2n + 1 _ 
In 


= l + 2«' 



daraus folgt: 

23^ 1 4_5_1_1 2/2 _2/z+l_ 1 \ 

12 2' 3 4 3 4''*'2/2 — 1 2n 2n~\ 2/i' 

somit ist: 

^-(;-.i)H:'-i)+a-o+-+U-i-i) 
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In gleicher Weise erhalten wir 
fiir die Summe der 2n-]-l ersten 
Glieder: 

c _23 , 4 , 5 , _ , 2n _2n+l 2n + 2 
^2n+i-^ 2 -^3^4"^ ""^2/1-1 2/z ■^2/2+1 

Vl 2/^V3 4/^ ^V2/^ — 1 2/^/^2/^+1 

-c ,2/2 + 2 
~^"'^2n + l 

Nehmen wir jetzt unendlich viel 
Glieder, so wird fiir n = 00: 

Nach Haas, Differenzialrechnung 
II. Teil Seite 99, ist aber 

1 — ^ +- — -+- = =/(2) 

2^3 4^5 • 

Da f emer fiir n = 00 der Bruch 

- — r-^ den Wert 1 erlangt, so er- 
2/z + l 

halten wir 

Limes S^n = /(2) und Limes Sj/i+i = /(2) + 1 
n = oo n = oo 

Die Summe der gegebenen Reihe 

1 2^3^ 

nahert sich hienach zwei end- 
lichen Grenzen, welche um 1 von 
einander verschieden sind, je nach- 
dem man eine gerade odar eine 
ungerade Anzahl von Gliedem 
addiert. 

Ein gleiches Verhalten zeigt 
audi die Reihe 

a — a + fl — a-\ , 

deren Summe bei gerader Glieder- 
zahl = 0, bei ungerader Glieder- 
zahl = d ist. 

Solche alternierende Reihen ge- 
horen hienach zu den oszil- 
lierenden. Siehe Frage 140. 
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tjber unendlich^ Reihen. 



5. Uber die Verbindung unendlicher Reihen. 



Frage 180. Diirfen unendliche 
Beihen den gewohnlichen Bechnungs- 
operationen wie der Addition und 
der Multiplikation unterworfen 
werdenf 



Frage 181. Es seien 

* 

zwei konvergente Beihen; 
warden dieselben addiert, 
welches ist ihre Summet 



wie 
und 



Erkl. 123. Sind S und 5' zwei kon- 
vergente Keihen^ und a und b zwei endliche 
Faktoren^ so erkennt man, dafi der an- 
gegebene Satz auch auf die Bildung von 
5 — S', aS -\- bS* usw. anwendbar ist. 

Erkl. 124. Sind 5, 5', 5", 5"' . . . eine 
endliche Anzahl von konvergenten Beihen, 
wahrend a, b^ c, d,., endliche Faktoren 
vorstellen, so gelangt man auch zur Bil- 
dung von 

aS + bS* + cS" -h dS'" + .,. 



Antwort. In der Algebra hat 
man es bei den gewohnlichen 
Bechnungsarten mil Ausdriicken 
von endlicher Gliederzahl zu 
tun; deshalb bedarf es einer be- 
sonderen Untersuchung, ob es er- 
laubt ist, die Begeln der Algebra 
auch auf unendliche Beihen anzn- 
wenden. 

Hier erscheint sofort die Not- 
wendigkeit, daB wir die diver- 
genten Beihen ausschliefien; 
weil wir nur bestimmte GroBen 
rechnerisch mit einander ver- 
kniipfen konnen und die Summe 
einer divergenten Beihe entweder 
einen unendlich grofien oder einen 
unbestimmten Wert besitzt; unsere 
Aufgabe konzentriert sich hienach 
auf die Untersuchung der Moglich- 
keit und der Bedingungen der 
rechnerischen Verkniipfung von 
konvergenten Beihen. 



Antwort. Unter der Voraus- 
setzung, dafi n eine ganze endliche 
Zahl vorstelle, bilden wir in jeder 
der beiden Beihen die Summe der 
n ersten Glieder: 



5« = ^«o + «i + ^ + 

Sn' = I'd + ^1 + 1^2 + ' 

ferner setzen wir: 

M'o = «o + Vo 






Wn = Un+Vn UUd 
5i," = W^O + W'l + W'? H h M'*- 

Dann ist: 

Off — Oi/ -r^ On 

Lassen wir nun die Zahl n ins Un- 
endliche wachsen, so geht 5» in 



tfber die Verbindung unendlicher Reihen. 
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Frage 182. Es seien wieder 

vo + »'i + 1'* + 1^8 H 

zwei konvergente Beihen mit 
lanter positiven Gliedern. Wie 
wird ihr Produkt gebildet und 
wie grofi ist dasselbe ausgedriickt 
in den Sum men 5 und S' der 
beiden unendlichen Reihen? 



die bestimmte Summe 5 der 
I. Beihe, und ebenso 50^ in die 
bestimmte Summe 5' der II. Beihe 
liber; dann wird Sn-\-Sn eine be- 
stimmte endliche Zahl S + 5'; dies 
ist aber offenbar die Grenze S'', 
welcher sich die GroBe 5jf" der 
III. Beihe fiir n = oo nahert; es 
konvergiert demnach auch diese 
III. Beihe und ihre Summe ist 
die Summe der beiden gegebenen. 
Daraus folgern wir den Satz: 

Wenn man in zwei konver- 
genten Beihen die Glieder mit 
gleichen Stellenzeigern ad- 
diert, so bilden diese Einzel- 
summen die Glieder einer 
konvergenten Beihe, deren 
Summe gleich der Summe 
der beiden gegebenen Beihen 
ist. 



Wo 


= «o 


•Vl 


— «o 


w* 


— «0 


Ws 


-a« 


•fs 


— Uo 


Wi 


— «0 



Antwort. Wir nehmen: 
^ = Uo 4 «i + «2 

5»' = Vo + Vi + J'i 

S,i = «o + «i + a» + a» + «4 + «5 

nun bilden wir: 

•'8 + «l >'» + «« fl + «8 "o 

*'4 -I- «1 *'» + «S "« + «8 "l + «4 Vn 

Vs +«, »'«+«, fs + ttj »'» + «♦ »'i +«:> Vo 

und nehmen w,, Wi, w^, tc,, ic^, w^ 
als Glieder einer Beihe, deren 
Summe Sg" heifien soil, d. h. es 
soil sein: 

Se" = »'o + W, + W* + Ws + »'4 + "'s 

WoUen wir Sg" mit 5« • 5fi' ver- 
gleichen, eo miissen wir 
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ausrechnen; dabei finden wir, dafi 
dieses Produkt auBer den in S^" 
enthalteneGIieder noch folgrende hat: 

+ % ^h- 

Hieraus folgt: 

^»i ^6 ^ *^« • 

Berechnen wir jetzt 

SO fehlen von den in 5^^ enthaltenen 
Glieder die folgenden: 

Daraiis schlieBen wir: 
und erhalten jetzt die Ungrleichung-: 

•Ss • S,;' > Se* > Sg • »l^'. 

Nun nehmen win 

S, = tfo + «i + ^ H h ttf, 

57'= Vo + ^i + l'2H 4- V« 

S'/*= W'o + W'l + Ws + M's + M'i + M's + WfJ. 

Jetzt konnen wir in gleicher 
Weise zeigen, daB 

S,.57'>S,">5«.58' ist. 

Gehen wir zur Bildung von S4, 
5/, 5„, 5k', w'k und Sg" beziehungs- 
weise Sg, S9', IV9 nnd ^" liber, so 
erhalten wir: 

5,.5,'>S/>54-54' 

Sij ' Si^* > 5,/' > S4 • 54' 

und allgemein: 



tber die Verbiudung unendlicher Reilien. 
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"^0 = 



Lassen wir n iminer groBer werden 
so nahern sich die Produkte 
5h • Sn' und Sgjf • Sin' beziehungs- 
weise S^n-}-i'S2ii-^i' derselben be- 
stimmten endlichen Grenze S'S\ 
well ja S und S' zwei bestimmte 
GroBen sind. Dabei erhalt aber 
auch unsere dritte Reihe 

Wo 4- w'l + w^ H 

unendlich viel Glieder; heiBt ihre 
Surame 5", so geht mit n = oo 
die GroBe S^n** und die GroBe 
Sin-\-\* in S** liber, und es folgt: 

hiemit ist der Satz bewiesen. 
Sind u^ + u^-\-u^-\'th'\ und 

^0 + ^1 + »'2 + ^8 H zwei kon- 

vergente unendliche Reihen 
mit lauter positiven Gliedern, 
so konvergiert auch die dritte 
unendliche Reihe 

M'o + W'l + W'a + M's H 

mit den Gliedern 

«o^o 



und ihre Summe S** ist gleich 
dem Produkt 5.5' der beiden 
gegebenen Reihen. 



Frage 183. Wie gestalten sich 
beziiglich der Multiplikation die 
Verhaltnisse, wenn die Glieder der 
beiden Reihen teils positiv, teils 
negrativ sind? 



Antwort. Wenn in den beiden 
Reihen 5 und 5' positive und 
und negative Glieder enthalten sind 
und beide Reihen konvergieren, 
so darf gesetzt werden 

5 = 5i — Sj 

wo Sx die Summe der positiven 
Glieder, und s^ die Summe der 
negativen Glieder der I. Reihe be- 
deutet. In gleicher Weise nehmen 
wir in der II. Reihe 

o ^^ Si — S«i . 
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Da nun die vier Reihen s^, s/, s, 
und Sj' konvergente Reihen mit 
Gliedem von gleichen Vorzeichen 
sind, so darf auf sie die obigr^ Multi- 
plikationsregel angewendet werden. 
Aus den Produkten 

SiSi\ SiSo", s^Si' und s^s^' 
erhalt man 

Hiemit haben wir den 8atz: 

Bei unendlichen Reihen 
mit positiven und negativen 
Gliedern gilt die obige Multi- 
plikationsregel, wenn diese 
Reihen absolut konvergent sind; 
trifft dies nicht zu, so bedarf 
es weiterer Untersuchungen. 



Aufgabe 324. Bilde das Produkt 



Auflosung. Auf Seite 211 ist 
nachgewiesen worden, daQ diese 
unendliche Reihen konvergieren ; 
somit darf die obige Multiplikations- 
regel zur Anwendung gebracht 
werden. Wir setzen: 

w^o = 1 • 1 = 1 
' 1!^1! 1! . 



' 2!"^1! *i!~^2! 



w.,= 



2! 



xl x^ y X r.y'^^ix-^-yy 
^ V.2\ 1!"^!! ^I^^S! 31 



Hienach ist das verlangte Prodiikt 

I 

-1 + - J-J-+ 2, + 3! ■+•••• 



Cber Potenzreihen. 
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Aufgabe 325. Wenn 

n^ii^iu-i.u-\ Auf losung. Es wird wegen Uo=^o; 

tf 1 ^= I'l ; ^2 = ^2 usw. 
eine konvergente Beihe vorstellt 

mit der Summe 5; wie lautet dann ^o = ^ 

die Beihe, welche durch die Qua- Wi = 2UoUi 

drierung der gegebenen entstehtf ^ , , 

Ws = 2UoUs + 2ihU2 

w^4 = 2i/o ^4 + 2^1 tfs + Wj* usw. 

Hienach ist: 

(^ + «i + ^ + «3 H )*= ^- + (2tto«i) + (2^ ih + ^i') + (2tfo«8 + 2Witt2) 

+ (2^0 «4 + 2tfi ^8 + «2-) H 



Aufgabe 326. Wie grofi ist 



unter der Voraussetzung der Kon- 
vergenzt 



Auflosung. Fiir 
''0 = 1; ''i = '^i'^; U2 = aiX'^ u.s.f. 
folgt aus der vorigen Aufgabe, daB 

{l + a,x + a.,x^ + asX^ + a^x^-\ y' = l + 2a^x + (2(h + ai^)x^ 

+ (2fls + 2aia^)x^ + i2a^ + 2ai a^ + a^')x^-\ 

sein mufi. 



6. Uber Potenzreihen. 



Frage 184. Welche Beihen wer- 
den als Potenzreihen be- 
zeichnet? 



Ant wort. Es sei flo, ^i-^, ^x,^, 
a^x^ . . . fl" JC", . . . eine nach stei- 
genden ganzen Potenzen der 
veranderlichen GroBe x geordnete 
Beihe, wo floi ^u "« . . . ^/i, . . . posi- 
tive Oder negative Koeffizienten 
bezeichnen mogen. Dann stellt 

a^-[-a^x + a^x^-\ h AhX" H 

eine Potenzreihe vor, wie z. B.: 



+ JC 4- 2jc2 + 3jc« 4- 4a:-* H h z^-^" + 



*• ^2 v3 ^4 

^1^ 2 ^ 3 ^4 ^ 



n 



.3 



•/f 



0+ + + ■ + ■ - 4 — I — ^-•' 



• Siehe Seite 194 
Siehe Seite 210 

Siehe Seite 211. 
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Vlyer unendliclie Heilien. 



Frage 185. Welches ist die Be- 
dingrung f iir die Konvergenz 
einer Potenzreihe? 



kleiner a]s 1 ist, d. h. 



ist. 



Antwort. Hier haben wir den 
Satz: Eine Potenzreihe kon- 
vergiert unbedingt, wenn von 
einer bestimmten Stelle ab, 
der absolute Wert des Bruches 

an 

fiir alle Werte von JC, deren 
absoluter Betrag kleiner als 
der absolute Wert des Bruches 
an 

ani-i 

Denn nach Frage 175 konverg-ierl 
unbedingt die vorgelegte Potenz- 
reihe mit positiven und negativen 
Gliedern, wenn die andere Reihe 
konvergiert, welche dieselben Glie- 
der aber mit lauter positiven Vor- 
zeichen hat. Nehmen wir die ab- 
soluten Werte der Glieder Un^=€inX'* 
und Wn-f-i =fln+i;c"+\ sogibtSatzI 
Seite 209, daB die Reihe u^^u^. . u„^ 
an-\-\ ... mit lauter positiven Glie- 
dern konvergiert, wenn von einer 
angebbaren Stelle ab 



Un anX" a„ 



kleiner ist als die Einheit, 
nooh fiir n = oo. 



JC 
On 

aiich 



Frage 186. Wie gestaltet sieh 
die Konvergenzbedingung der Po- 
tenareihe in dem Pall, wo der ab- 

solute Wert des Bruches sich 

bei unendlieh wachsendem n einer 
bestimmten Grenze k nahert? 



Antwort. In diesem Fall wird 
sich auch der absolute Wert des 

X 

Bruches - fiir /z = CO einer be- 
a„ 

X 

stimmten Grenze g= r nahern; 

nach Satzl Seite214tritt Konvergenz 
ein f iir ^<ri und Divergenz fiir ^> 1 . 
Hienach wird unsere Potenzreihe 
konvergieren fiir solche absolute 

X 

Werte von x^ welche ^^ kleiner als 
1 maclien. Daraus folgt der 
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Satz: Wenn in einer Potenzreihe 

Oo + fli a: + ^2 -^^ H 

der absolute Wert desBruches 

— — sich bei unendlich 

wachsendem n der Grenze X 
nahert, so konvergiert die 
Reihe unbedingt fiir solche 
Werte von x, welche zwischen 
-{- X und — X liegen; d. h. wenn 
X zwischen — X und -{- X liegt. 

Ist die Bendingung erfiillt, so 
liegr. unbedingte Konvergenz der 
Potenzreihe vor; ob sie auch noch 
fiir JC = + ;. oder fiir x= — X kon- 
vergiert, muB nach den iibrigen 
Konvergenzregeln entschieden wer- 
den. 



Aufgabe 327. Fiir welche Werte 
von X konvergiert die Reihe: Auflosung. Hier ist 

1 H- 2jc + 3jc2 + 4a:» -^ ? ^0 = 1, ^1 = 2, a. = 3, a, = 4... 

an = n + l, a„4-, =n-{-2... 

_a„ ^n + l^n + 2 1 ^,__1 

a„-^i~n-[-2 n + 2 n^-2 n + r 

Limes - "- = 1; also X = l. 

Unsere Reihe konvergiert hienach 
fiir alle x zwischen — 1 und + 1. 

Fiir JC = + 1 geht sie iiber in 
die divergente Reihe 

1 + 2 ^a + 4 + ••• 

Fiir x= — l gibt sie 

1 — 2 + 3 — 4 — 5H 

d. h. sie oszilliert zwischen + OO 
— OO je nach dem ;man n gerade 
oder ungerade annimmt. 



J 

240 tjber unendliche Reiheii. 

Aufgabe 328. Ebenso soil das 
Konvergenzgebiet von x in der Auflosung. Wir haben hier 
Beihe 

l + 3ac + 6JC^+10;:«+- • flo = l, ^i = 3 = (2); «i = 6=©; 

festgestellt werden. ,.. 

'^ = 10 = (2)-- 

//i + 2\ „ /«4-3\ 

'^"^V 2 j' «"+! = ( 2 / "■ 

Dies liefert: 

//i + 2\ 
fl« ^V 2 / ^( /z + 2)(/g + l)^ /g+l ^. 2 

fl^^Ii //^ + 3^ (/^ + 3)(/i-f 2) /^.+ 3 /^ + 3 

Daher 






= Limes - " = Limes ( 1 -.a- 1=1 

Die Reihe konvergiert demaach 
fiir alle Werte von x zwischen 

— 1 und + 1. 

Fiir x = -\-\ erhalten wir 

1 + 3 + 6H 

mit unendlich groBer Summe; fiir 
JC = — 1 bekommen wir die Beihe 

1 — 3 + 6 - 10 + 15 + •, 

welche ebenfalls divergiert 

Das Konvergenzgebiet fiir x Uegt 
also zwischen + 1 und — 1 mit 
AussehluB der beiden Grenzen. 



Aufgabe 329. Fiir welche Werte 

von X konvergiert die Binomial- Auflosung. 1st m eine ganze 

reihe: positive Zahl, so bricht die Beihe 

^ ^/^ jN mit dem Glied x'^ ab; fiir jede 

1 + ^ • jc + X- andere Zahl m geht die Beihe ins 



1 ' 1-2 



Unendliche fort und es fragt sich. 



m(m — i)(/n — 2J 3 , unter welcher Bed ingung die Beihe 

' ~ 1 • 2 • 3 -f- '"' konvergiert oder divergiert. 

Wir bilden: 

m(m — Dim — 2 ) ...j m — n + l) 
1-2-3.../Z 
m(m — i)(m — 2) ... {m — n-\-l ) {m — /i) 
1 • 2 • 3 7 . . /? • (/z + 1) 



an 



^/i4i = 








;^ 
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S 



Daraus folgft: 

CnX" n + 1 \n^l 

und daher 

Limes = Limes 



l'^±l_ 



0' 



j 



= — JC. 



Erkl. 126. Pur w = 0. 1 , 2, 3, 4 

halten wir die Reihen: 

1 

1 + * 

l + 2jc + Jt>' 

1 4- 3x 4- 3j{8 + r» 



. cr- 



Wir sehen, dafi diese Keihen die Ent- 
wicklungen von (I + Jc)", (1 + Jc)», (1 -|- Jc)*, 
(1 -f jc)*, (1 + jr)* . . . nach dem binomischen 
Lehrsatz darstellen. 

Wahlen wir m = — 1, so geht die obige 
i^eihe iiber in 

(-l)(-2H-3) . 

+ 1.2.3 '+••■. 

man sieht, dafi diese Keihe sich ins Unend- 
liche fortzetzt. 

N'ehmen wir »! = + '/•. so giebt sie 

14.%^ + %('/^-D^3 

^ 1 ^ 1.2 



V.C/., -i)(V,-2) 

1.2.3 



x^-\- ... 



1st also /7Z eine beliebige Zahl, aufier 
gsmz und positiv — , so konvergfiert 
nach unseren friiheren Satzen die 
obige Reihe, wenn der absolute 
Wert von — x weniger als 1 be- 
tragt; mit anderen Worten die 
Beihe konvergi.ert fiir alle 
Werte von x zwischen — 1 
und -r 1 und divergiert fiir 
alle Werte von x, fur welehe 
x2>l ist. 

Wenn x = -\- 1 ist, so lehrt eine 
weitere Untersuchung, daB die 
obige Reihe konvergiert fiir 
oo>/n> — 1. 

Wenn x = — 1 ist, konvergiert 
die Reihe fiir OO>/w>0. 



anch hier orgcben sich unendlich viel 
(ilieder us>v. 



Aufgabe 330. Fiir welehe Werte 
von m konvergiert die Reihe: 



, m m(m-\-l) 

^^1-+ 12 



+ 



m(m — l){m — 2) 



1 • 2 • 3 



4. 



? 



3/ 



'\ 3/ . 1/ 

^ 2 ^ 1-2 ^ 1 • 2 • 3 



Auflosung. Diese Reihe geht aus 
der Binominalreihe hervor, wenn 
x = l gesetzt wird ; somit konver- 
giert dieselbe fiir alle Werte von 
m zwischen — 1 und oo. 

3 

Fiir ^ = n 3i. B. erhalten wir: 

%(-'/,) , Vs-V.-(-V«X-V») 



+ 



1 • 2 • 3 • 4 



•V-.-'A-(-'A)(-V2)(-V.) 

1 • 2 • 3 • 4 • 5 



+ 



Haas, Der binomische Lehrsiitz. 
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Oder 



1 "r o "T o — ^o -T ; «r. — 



« • • • 



2 ' 8 48 ' 128 256 ' 1024 
FvLT m=—^ folgt: 

1 , - V« I (- V,) tz V«) ■ (- V») (- "/» ) (- ^'t^ 

"^ 1 ' 1-2 "•" 1-2-3 

, (- V2) (- 'A) ( - Vt) (- V») , 

"•" 1 • 2 -3 • 4 "'' 

Oder 

j. , 3 __5 , ^A _ 
2 "^ 8 " 16 '•' 128 

Man sieht, daB von einer bestimmten 
Stelle an die Vorzeichen der Glie- 
der abwechseln. 



Aufgajto 331. Fiir welche Werte 
von /w iconvergiert die Beihe: 

m' m(m—i) m(m— i){m—2 ), m(m—i)(m — 2)(m — 3) 
l"*" 1-2 l'2^^ ^ 1-2-3-4 

J Auf losung. Diese Beihe entsteht 

♦ aus der Binominalreihe, wenn 

x = — 1 gesetzt wird. Nach obigem 
muB daher m positiv zwischen 
und 00 angenommen werden. 

Fur m = ^ folgt: 

1 _ ''^ + V2 • V2 _ V2 • 'h (- Vi) , V* • '/,x-3)(- ' .> 

1 "'" 1-2 1-2 -3 "^ 1-2-3-4 

_ % 1V2 (^V?) (- V.) (-_ V2) , ■ 

1-2-3-4-5 "*"■' 

Oder 

2 "^ 8 "^ 48 "^ 128"^ 256 ^ " ' " 

Diese Reihe stimmt bis auf die 
Vorzeichen mit der vorletzten iiber- 
eiii; aber vom dritten Glied an 
sind samtliehe Glieder positiv. 



Yll. Ueber die Entwicklung der Funktionen in 

unendliche Reihen. 



I. Begriff und Einteilung der Funktionen. 



Frage 187. Was ist iinter einer 
iinveranderlichen GroBe zu 
verstehen und was unter einer 
veranderlicheni 



Frage 188. Was versteht man 
unter einer F u n k t i o n einer ver- 
anderlichen GroBe JCl 



Antwort. Wenn im Verlauf der- 
selben Rechnung eine GroBe den- 
selben Wert beibehalt, so heiBt sie 
unveranderlich oder kbnstant; 
im Gegensatz hiezu nennt man 
eine GroBe veranderlich* oder 
variabel, wenn sie im Verlauf 
derselben Rechnung nach und nach 
verschiedene Werte annehmen darf . 

Gewohnlich bezeichnet man die 
konstanten GroBen mit den 
Anfangsbuchstaben a, b, c,... 
i4, By C, . . . «, /3?, /' . . . und die 
veranderlichen GroBen mit 
den Endbuchstaben x, y, z 
des Alphabets. 



Antwort. Wir bilden einen alge- 
braischen Ausdruck wie 6jc — 2 und 
setzen y^=^x — 2. Geben wir der 
veranderlichen GroBe den Wert 0, 
so wird y = — 2; nehmen wir 

= + 4, fiir 



X = 



1, so wird y 

wir 



x= -\-2 erhalten 

J^ = 6-2 — 4 = 8 

usw. Hier ist die GroBe y in eine 
ganz bestimmte Abhangigkeit von 
der GroBe der Veranderlichen x 
gebracht, und zwar derart, daB 
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Cber die Entwicklung der Funktioneii in inieiidliclie Reihcu. 



Erkl. 126. Beispiele fiir Funktionen 
sind: 

Der Uiiifang oines Kroises ist eine 
Funktion dos Halbmessers. 

Der Knuminhalt einer Kug-ol ist eine 
Funktion des Kuj^elhalbmessers. 

Der Fallraum eine 4 KSrpers Ut eine 
Funktion der Falheit. 

Die Spannkraft des Dampfes in oinom 
Kessel ist eine Funktion seiner Tempeiutur. 

jManchmal ist tiber die Natur des Ab- 
hangigkoitsverhiiltnisses nichts vorge- 
schriebon; in diesem Sinne ist das Ge- 
deiben der Fiiichte eine Funktion des 
Wetters ; iiberhaupt jede Rrscheinung eine 
Funktion der sie bedingenden Ursachen, 
ohne daO wir imstande wllren. das Abhangig- 
keitsgesetz durch eine mathematische 
Formel auszudriicken. 



jedem Wert von x ein bestimmter 
Wert von y entspricht. Diese 
Eigenschaft von y driicken wir da- 
(lurcli aus, daB wir sagen: Die 
GroBe y sei eine Funktion der 
veranderlichen GroBe x. 

Nelnnen wir: 

y = cos X, 

so folgt fur JC = 0^ y=^\; fiir 
ac = 30« wird y = 0,87; fiir JC = G()' 
wird ^^ = 0,5, und fiir JC = 90^ cr 
halten wir J^ = 0; audi hier ist j' 
eine Funktion der veranderlichen 
GroBe x, 

Geradeso liegt der Fall in dcii 
Beispielen; 

y = Sx^ 2x' + 7 
y = 5'-2 



y= \x 

y = log X i- 



1 
3 



y=za''^ bigx ~~ x*^ 

Es ist klar, daB dicse Ausdriicko 
ihre Werte init x iindern, d. li. 
daB jedem anderen Wert von x \\\\ 
allgenieinen ein bestimmter (oder 
mehrere hestimmte Werte) von j' 
entsprechen; obige Ausdriicke stel- 
len also ebenfalls Funktionen der 
veranderlichen GroBe dar. Hie- 
nach konnen wir a 11 gem ein 
sagen : 

Eine veranderliche GroBe }■ 
ist eine Funktion eineran- 
deren veranderlichen Griifle J^, 
w e n n die v e r s c h i e d e n e n 
Werte von J nach eineni be- 
stimmten Gesetz von (!(*» 
verschiedenen Werten der ver- 
anderlichen GroBe x abhiingip 
sind. 



Frage 189. Wie werden die 
Funktionen eingeteilt? 



Ant wort. Man teilt die Funk- 
tionen ein in algebraische und 
transcendente. Es ist y eine 
algebraische Funktion der ver- 



Begriff und Kintcilung dcr Funktionen. 
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Erkl. 127. Beispiele von a 1 g o b r a i • 
h c h e n Funktionon sind : 

4 

y = } x-{-i 

Beispielo von transcendenten Funk- 
tionen sind : 



>^=cos ^—3, y = ex 

y^log (x+i) 

4x 

y~ arc tg ^■ 

y —- sin Jt* -\- log cos x 

3 
y ^ 3 ^"^ — tg ^ etc. 



Erkl. 128. Die Bezeichnung ^transccn- 
dent" hat darin ihro:i Grand, dali man an- 
nahin. die Berechnung dei-selben sei mit 
den Mitteln der gowohnlichen Algebra nicht 
moglich. 



anderlichen GroBe x, wenn y durch 
eine Gleichung in x ausgredriickt 
wild, bei deren Bildung nur Addi- 
tion, Subtraktion, Multiplikation, 
Division und Wurzelausziehung ver- 
wendet sind. So ist 

y = A + Bjc« -f Cxf^ — Dxy 

eino algebraische Funktion von x, 
wenn A, B, C, D konstante Zahlen 
und die Exponenten «, /^, ;' beliebige, 
positive und negative, ganze oder 
gebrocliene konstante Zablen vor- 
stellen. 

Wenn dagegen x als Expo- 
nent oder unter einem logarithmi- 
scben oder trigonometrischen Funk- 
tionszeieheu vorkommt wie in fl^ 
log x^ sin X, cos X, tg x^ arc sin x 
etc., so heiBt der Ausdruck trans- 
cendent, und y ist durch eine 
transcendente Funktion der 
veranderlichen GroBe x dargestellt. 



Frage 190. Wie werden die al- 
gebraische n Funktionen ein- 
geteilt? 



ErkF. 129. Ganze rationale Funk- 
tionen des ersten Grades sind: 

y — 4x — ^ 
y = VfiJC - 8 

y — "^— ^oJf 
y =. 0.79 - :V,3JC 

Seiche zweiton Grades sind: 

y=2-:ix-\-4x!' 
jf = *»/\ajc*-2jc-f 17 

Seiche d r i 1 1 n Grades sind : 
y= I - 2x-{-iix — Ax 

y=,^,,-*,^X-^%,jfi -••/„af» 

y = Ijfi — H.X* -{- nx - 9 etc. 



Antwort. Man teilt die alge- 
braiscben Funktionen ein in ra- 
tionale und irrational e, und 
die ersteren werden weiter einge- 
teilt in ganze rationale und 
gebrochene rationale Funk- 
tionen. 

Die ganzen rationalen Funk- 
tionen werden aus der unabhangigen 
veranderlichen GroBe x und aus 
konstanten GroBen gebildet durch 
Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation unter AusschluB der Di- 
vision und der Wurzelausziehung. 
Die allgemeine Form einer ganzen 
rationalen Funktion ist also 



Gebrochene rationale Funktionen sind: y ='- ^0 ~\~ ^i X -\- d-* X^ •-\- - - - -\- (l„X"^ 



•*' - A„ -f t>i'^ 

4-7;c 
y- 



y- 

y = 



8 4- ojr 

rf.,4 rf,Jf + rfaJC--'-Hrf,x' 

7 — 5jc -f Hjc* 
4 — 2.t -f- IKt^ - :«» 



us: 



dabei stellen flo» ^1, ^2 • . • ^« posi- 
tive oder negative, ganze oder ge- 
brochene konstante Zahlen vor; da- 
gegen miissen die Exponenten von 
X ganze, positive Zahlen sein. 

So ist y = Uq -\- a^x eine ganze 
rationale Funktion ersten Grades, 
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Cber die Entwicklunsr der Funktioiieii in unendliche Reihen. 



Erkl. ISO. 1st y = - — 
so erhalt man daraus: 



1 — JC 



^, gegeben, 



J' = 



(1 — jc)_2^— 1 



Hat man: 



'Ax -Ab 5jc8 — 3ajc 



_ 7x + ^ 
y 6ajc — 2a« 9x« -f 3fljc ^ 27r» — Jia^x' 



so ergibt die algebraiscke Umrechnung: 



y= 



63jr» 4- 40aje« — 24fl«x — 8<r» 



J' = flfo + ^1 -^ + ^2 •^" eine solclie 
zweiten Grades, 

y = Qo -\- a^x + cux^ -\~ a^x' 

eine solche dritten Grades der 
unabhangigen Veranderlichen x usw. 
1st allgemein n der hochste Ex- 
ponent der Veranderlichen x^ so 
heiBt die Funktion vom n ten Grad. 

Eine gebrochene rationale 
Funktion tritt auf, wenn bei der 
Bildung auBer der Addition, Siib- 
traktion und Multiplikation audi 
nocb die Division Anwenduug findet. 

Jede gebrochene rationale 
Funktion laBt sich als Quotient 
von zwei ganzen rationalen Funk- 
tionen darstellen oder es laBt sich 
nach den Regeln der Buchstaben- 
rechnung jede gebrochene rationale 
Funktion auf die Form bringen: 

y~ b^~+b,x + b^x^'-\-'^+b„^x"^' 

wo sowohl der Zahler als ancli der 
Nenner ganze rationale Ausdrii'cke 
der unabhangigen veranderlichen 
GroBe x sind. 

Bei der Bildung einer irratio 
nalen Funktion wird auBer den 
obigen vier Operationen audi noch 
die Wurzelausziehung sowohl ans 
der unabhangigen GroBe x selbst. 
als auch aus zusammengesetzton 
Ausdriicken, welche x enthalten, 
angewendet. 

Beispiele hierfiir sind : 



4 



i) 



yx + 8. 

J' 12 » 



:i 



;' = 



1 



8jc'^ — 5^« + 2 
4 a:*'' — 13 



Begriff und Einteilung der Funktiouen. 
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Frage 191. Wenn y als eine 
Funktion der unabhangigen Ver- 
anderlichen x gegeben ist, laBt sich 
noch welcher Unterschied in der 
Form feststelleni 



Antwort. Es kann y in der Form 

;; = flo + fli-v + ^Jf^ H h fl/lA:^ 

d. h. als eine ganze rationale 
Funktion der unabhangigen Ver- 
anderlichen x gegeben sein; dann 
sagt man, es sei die Funktion ent- 
wickelt; hat dagegen in y=f{x) 
die rechte Seite fix) irgend eine 
andere Form, so heiBt die Funk- 
tion unentwickelt; Beispiele 
fiir unentwickelte Funktionen sind: 

y = {X + x)\ y = 2\ 
y = log (1 — X) USW. 



Frage 192. Lassen sich unent- 
wickelte Funktionen in entwickelte 
verwandelnl 

Erkl. 131. Es ist 

1^ 1 

(1 4- jc)» ~ 1 -h :3x 4- 3x8 -f-> 

dies ergibt: 

1-f :ijc + 3je«-f x«l-f-l 1 1 — ;ix-h«b^-... 

I— 1 — 3jc — 3x« — je»| 

— SJc-ajt* — x» 

+ 3x4-9x«4-9jc='4- ax* 

-6jc«— 18jta— ]8x« — fjjc* 



— 10x«— lbx* — &x^ 



Siehe Kieyer, Buohstabenrechnung. 



Erkl. 132. Es wird 

+ 1 



2\x 
2-|-x!-V4J^-' 



2^x-^Ujfii-^^l^jfi-^^x* 



Siehe Kleyer, Buchstabenrechnung. 



Antwort. Nehmen wir y=(l-\- xy\ 
so gibt der binomische Lehrsatz 
die Entwicklung: 

y = l + 3x + 3x^'\-x\ 

Ist gegeben y=(S — 2x-\- bx^)\ 
so liefert der polynomische Lehrsatz: 

J = 27 — 54JC+17U2— 188JC8+285JC* 

— 150x^+125^:'^ 

Man sieht also: Besteht die unent- 
wickelte Funktion aus Produkten 
Oder Potenzen von mehrgliedrigen 
Ausdriicken, welche x nur mit 
ganzen positiven Exponenten ent- 
halten, so macht die Entwicklung 
keinerlei Schwierigkeit und man 
erhalt eine geschlossene ra 
tionale Funktion von der verander 
lichen GroBe x. 

Nehmen wir nun die gebrochene 

rationale Funktion y^=7z i — xo, so 

(1 + Xf* 

gibt das gewohnliche Divisions- 
verf ahren : 

j;=l — 3ac4-6Jc2— 10jc3+15jc^ ; 

die Entwicklung fiihrt also auf 
eine unendliche Reihe, welche 
nur brauchbar ist, wenn sie kon- 
vergiert. 
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Dber die Entwickluii^, der Funktionen in unendlicUe Ileihen. 



Wahlen wir nun 



so gibt das gewohnliche Verfahren 
der Quadratwurzelansziehung: 






k '•+¥'- 



d. b. die Entwicklung fiihrt auch 
hier auf eine iinendliche Reihe 
in der Veranderlichen JC, nnd es ist 
diese Reihe in erster Linie auf ihre 
Konvergenz zu priifen. 

Wir sehen aus diesen Beispielen, 
daB die Entwicklung einer unent- 
wickelten Funktion, wenn sie 
iiberhaupt moglich ist, entweder zu 
einem geschlossenen ganzen ratio- 
nalen Ausdruck oder zu einer un- 
endlichen Potenzreihe der Verander- 
lichen X fiihrt. 

Bei der Losung der Aufgabe, 
eine unentwickelte Funktion 
zu entwickeln, d. h. sie in der 
Form einer nach Potenzen 
von X f ortschreitenden Potenz- 
reihe darzustellen, ist man 
aber nicht auf die zu umstandlichen 
Rechnungen fiihrenden und oft ver- 
versagenden Methoden der Division 
und Wurzelausziehung beschrankt; 
es gibt hiebei ein allgemeines Ver- 
fahren, welches ira folgenden Ab- 
schnitt erlautert werden soil. 



2. Methode der Koeffizientenvergleichung. 



Frage 193. Worin besteht die 
Methode der Koeffizienten- 
vergleichung oder — wie sie 
auch heiBt — die Methode der 
unbestimmten Koeffizienteni 

Erkl. 133. Diese Methode wurde von 
Cartesius angegeben. Ken 6 Descartes, 
gewohnlich Cartesius genannt, ist geboren 
1596 zu Lahaye in Touraine und gestorben 
1660 in Stockholm. 



Ant wort. Wir kniipfen an ein 
bestimmtes Beispiel an: Es soil 
die gebrochene Funktion 

"^ 1 + 2JC— 3a: 

in eine nach Potenzen von x fort- 
schreitenden Reihe entwickelt wer- 
den. DaB dies moglich ist, zeigt 
die gewohnliche Division, welche 

y = 2 + x-^ix^ — bx^-\ 
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Erkl. 134. Das Divisionsverfahren gibt : ergibt ; wie diese Reihe f ortgesetzt 

14.2X — :ijt»!" 2-h5x |2+je+4jr«-5*»+... werden kann ohne Weiterfiihrung 

I -2-4jc+6jc« I der Division, ist nicht ersichtlich, 

H-*+6*' weil die konstanten GroBen 2,1,4,-5.. 

— jf--2x«-f 3r^ kein Gesetz erkennen lassen. 

— Axf'--Bx^-\-\2x* Deshalb setzen wir 

5af»-i-i2jc* y = ao + aiX-\-(i,x--\-afiX'^ 

+ 22JC*— 15jc» ' * ' 

und sucheu nun die unbekannten 

Koeffizienten flo, ^1,^2... zu be- 
stimmen. 

Da 

2 + 5JC , , , , 

sein soil, so folgt: 

2 + 5jc = (1 + 2x — 'ix^) a^ + a^x+a.,x^ + a^x^ -\ ) 

Wird rechts die Multiplikation 
wirklich ausgefiihrt, so komnit 
her a us: 

2 + 5jc = flo + («i + 2flo)-« + (^2 + 2ai — 3flo)^- + (^3 + 20^ — Sfl^^oc^ 

+ (fl4 + 2^3 — 30^2)^^* H 

Wir erzielen nun vollstandige Uber- 
einstimmung beider Seiten, indem 
wir setzen: 

flo = 2 

a^ + 2^0 = 5 

«2 ~\- 2^1 - 3flo = 

fls + 2fl2 - Sfli = 

^4 + 2fls — 3^2 = u. s. f . 

Daraus folgt: 

^0 = 2 

fl, = 5 — 2flo = 5 — 4 = 1 

^2 = 3^0 — 2^1 = 6 -2 = 4 

fls = 3fli — 2^2 = 3 — 8 — 5 

«4 = 3^2 — 2^8 = 12 + 10 = 22 



Nun sehen wir, daB sein muB : 

a^ = 3^8 — 2^4 = — 15 — 44 = — 59 

flt; = 3^4 — 2^5 =- 66 + 118 = 184 

allgemein fl/i = 3fl/i-2 - 2a n 1. 
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Cber die Entwicklung der Funktioiieii in unendliclie Keihen. 



y = 



Unser Resultat lautet jetzt: 

2 + Jc + 4jc- - 5jc3 + 22;c4 — b9x^ + 184x« 

Ein Blick fiber diese Rechnung 
lehrt uns, daB wir die unbekannten 
Koeffizienten flo, ^i, ^2 . . . dadurch 
bestimmen konnten, daB wir beider- 
seits die Koeffizienten der gleich 
hohen Potenzen von x gleich ge- 
setzt haben; da links nur die Po- 
tenzen x^ und x^ vorkommen, so 
sind rechts die Koeffizienten von 
X-, j:'\ X* gleich null angenommen 
worden. 



Aufgabe 332. Entwickle nach 
deui vorigen Beispiel y= . — .3 



(jr^> — 3x + 2) 



Auf losnng. Wir setzen 
y = Qq + a^x + a^x^ + a^x^ -i 

und erhalten: 

(X - l)2(flo + a,x + a, x^' + a^x^ + - . •) 



X — 1 



x'' — SX'ir2 = (x'^ — 2x + l)(a^ + a,x + a^x'^ + a^x^-{--') 

oder 

2 — 3X + 0^2 + jc8 = a^ 4. (a^ — 2ao)x + (cu — 2fli + a^)x^ 

+ (^» — 2a, + ai)x^ + (a^ — 2a^ + a^)x^ 

+ (fls — 2^4 + ^s)-^' H 

Wir miissen hienach annehmen: 

fli — 2flo = — 3; 
fls — 2fli + flo = 
^3 — 2fl2 + fli = 1 
^4 — 2^8 + ^ = 
^5 — 2^4 + fl^s = 



Erkl. 1B5. Das nebenstehende Kesultat 
laBt sich auf folgende Weise ableiten: 

.r' — :'jr -f 2 jp' - jc — 2x -f 2 

_x(jc* - 1) _2U — l)_x(jr+ 1) -2 
~ (Jc — 1)« ~ X -I 

_3fi-\-2x- X 2 _x(x + 2) -(x-\-2) 
~ x~\ ' ~ 



X -1 



CL 



Daraus erhalten wir: 

. = 2 

fli = 2flfo — 3 = 4 — 3 = + 1 
flfa = 2fli — fl^ = 2 — 2 = 
a, = 2^2 — ^1 + 1 = — 1 + 1 = 
^4 = 2^3 — fla = 
fl-i = 2ai — fls = 



Hienach ist J' = 2 + J: 



Method e der Koeffizientenvergleicliung. 
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Frage 194. Aiif welchen Satz 
stiitzt sicli die eben angewandte 
Methode? 



Fraige 196, Wie laBt sicli dieser 
Satz von der Koef f izienten- 
a^lcicliheit beweiseni 

Cikl. 1H6. Die Potenzreihe 
a^ + aiX-\'aiX* -\- ... 
konvergiert nach Frage 185, wenn der Grenz- 

wert von * fiir n = OO unter 1 liegt. 

On 

Auf die n&mliche Bedingung fiihrt auch 

die Konvergenz von der II. Potenzreihe 

0\ H- r-JC H- fl'sA'* -h . . . Mit anderen Worten: 

Innorhalb des Kon verge nzgebietes der 

r. Reihe konvergicrt auch die II. Reihe 

ai -\- Oy X + as x^ -\- . . .\ die III. Reihe 

/7, -|- ff., JC -f- ^4 Jt* -f . . . usw. 



Antwort. Der Methode der Koeffi- 
zientenvergleichung liegt folgender 
Satz zugrunde: 

Wenn zwei Potenzreihen 
Oq + aiX + a^x'^ + flgjc^ -\ und 

innerhalb eines die Null ent- 
haltenden Gebietes zugleich 
konvergieren und fiir jeden 
diesem Gebiet angehorigen 
Wert X dieselbe Summe haben, 
so miissen die Koef f izienten 
gleich hoher Potenzen von x 
einander gleich sein, also 
^0 = ^o> ^1 = biy fl* = b^ usw. 



Antwort. Setzen wir in 



\ 



beiderseits x = 0, so folgt, da die 
Klanimern fiir x = eine bestimmte 
e Ti d 1 i c h c Summe geben, cLq^^ b^, 
Hieraus folgt jetzt, daB fiir jeden 
Wert von x innerlmlb des Kon- 
vergenzgebietes die Gleichung be- 
steht: 



x[a, + a^x + fl,x-' + ...} = jr{6i -f- b.x + b^x'-\-' ) 

und deshalb 
J, + a.j,x + a^x- H = b^ + b^x + b^x^- -\ 

sein muB, oder man hat: 
Ji + ac{fl2 + flf3ac+j4jc2+ -J^Ai + [b^ + b^x-^ } 

Nehmen wir liier JC -^ 0, so ergibt sich 
flj = bi und 
fl, + a^x + a^X' H = 62 + b^x -j- b^x^- + • • • 

Daraus schlieBen wir auf 

a^ = b.2y a^ = bn usw. 
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Cber die Eiitwicklung der Funktioneu in uneiidliche Reihcn. 



Aiifgabe 333. Welche Werte 
miissen die Koeffizienten fl, b, r, d., 
haben, wenn fiir jeden Wert von x^ 
oc = eingeschlossen, 

1 + fljc + bx' + rjc3 -I 

= a + 2bx-{- Zcx'- + ^dx^ H 

sein soil? 



Auflosnng. Nach dem Satz des 
Cartesius muB sein: 

a = \ 
2b = a 
^c=b 
^d = c 



Aufgabe 334. Fiir den gleichen 
Ausdruck hat man das eine Mai 
die unendliche Reilie 

1 -)- fljc + bx'^ + ^a:» H 

und das andere Mai die unend- 
liche Reihe 

a-\-bx + cx' + dx^-\ 

gefunden, welche beide fiir dasselbe 
die Null enthaltende Konvergenz- 
gebiet richtig sein soUen. Welebe 
Werte haben die Koeffizienten fl, ^, r? 



£ = 



Daraus folgt fl=l, 
1 , 1 



6 = 



u. s. f. Die 



1-2-3' 1-2-3-4 

2 gegebenen Reihen sind hienach 
identisch mit der unendlichen Reibe 

X X* X'* X* 

^1! ^2!^3!^4!~ 
Sielie Aufgabe 316. 



Auflosung. Die Koeffizienten* 
vergleichung li'efert die Gleiclnmgen 

a = l 

b = a = 1 

6 = r = l 



Die beiden gegebenen Reihen sind 
also identisch mit der Potenzreihe 

I -{- X -}- x'^-\-x^ -i- • • • 

Siehe Aufgabe 307. 



Frage 196. Wie laBt sich mit 
derMethode der unbestimmten 
Koeffizienten eine gebrochene 
Funktion 



A-^Bx ±Cx^+_^ ' + Rx" 
A, + J3,x+Qx<^+-+Q,x'^ 

in eine Potenzreihe von x ent- 
wickeln? 



Antwort. Wir setzen die g-e- 
gebene gebrochene Funktion g'leicli 
der Potenzreihe 

hierauf multiplizieren wir beider- 
seits mit 



durch und erhalten: 



+ Q,jc-' 



A + BxA Cx'-] [-Rx" 

= (A, + B,x+ Qac-^+ • • . -i- Q:X^")(ao + a,x + a.x'^ ~\ ^ 



Metliode der Koeffizientenvergleichung:. 
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Nun multiplizieren wir rechts aiis 
unci ordnen nach steigenden Poten- 
zen von X; dies gibt: 

A+Bx + Cx' -{-Dx''-{ \-Rx" = a^A^ + iaoBi+a^A^)x 

-f (flo C, + flfi B, + a, Ay)x'^ + (flo A + «! C, + ^2 5i + «s>li)-^^ H 



Krkl. 137. Die ganze Function n^^ tirades 

kann als eiiie unendliche Potenzrcihe ange- 
sohen werden, in welcher die Koeffizienten 
von den Potenzen x'-^\ JC''-^', .v«-+* usw. 
sanitlich gleicli Null sind. 



Da nun die Koeffizienten gleieh 
hoher Potenzen auf beiden Seiten 
gleieh sein miissen, folgt 

Uq By + ai ^1 = B 

ffo C\ -(- aj Bi + fi2 ^i = C* 

f/o i>, +Oi Ci + ffi Bi + f/3 JLi =2) 

./V2 47 

Dies gelit in dieser Weise fort bis 
zur Potenz x" einschlieBlich. Da 
linker Hand keine hoheve Potenz 
auftritt, so miis en auf der reehten 
Seito die Koeffizienten von x'-^\ 
x''-^\ JC" + » usw. siinitlich den Wert 
Null haben. Hieniit gewinnen wir 
ein System von Gleichungen, aus 
welchen wir nicht bloB die Werte 
von Oq, fli, a.> . . . berechnen konnen, 
sondern audi das Gesetz aufzustellen 
vennogen, nachdem diese Koeffizi- 
enten gebildet sind. Dabei miissen 
wir aber dann nocli jedesmal durch 
eine Konvergenzuntersuehung die 
Berechtigung nachweisen, die ge- 
gebene Funktion der gefundenen 
Reihe gleieh zu setzen und das 
Gebie!: feststellen, innerhalb dessen 
(lie Rcihc den Wert der Funktion 
darstellt. 

Die pniktische Durchfiihrung 
sollen folgende Beispiele zeigen: 



Aufgabe 336. Es soil , , , , 

in eine Potenzreihe entwickelt 
werden. 



Auflosung. Hier isi A = 1, B 
C= usw., Ai = 1^ Bi = 1, Q ■- 
Di = 0, fi = usw. 

Wir setzen: 



0, 

1, 



1 

1 -t- j: + x^ 



a„ -p fl, JC + Of x- + 
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und erhalten 

1 = (1 + X'^x'')iao + a,x-^a,x^' + • ) 

Da mm links vom Gleichheitszeichen 
die Koefflzienten von Jc, x*, x\ x*.., 
samtlich gleich Null sind, so liefert 
die Koefflzientenvergleichung: 

^0 = 1 

«o + «i = 

fl, T fl^o + fla = 

^^2 + «« + ^4 =0 11. s. f. 

Daraus leiten wir ab: 

flo = l, fli== — 1, fls = 0, fl3=-l, 
^4 = — 1, % = 0, «G = 1, ^7 = - 1, 

^8 = usw. 

Also ist: 



1+^ 



- = 1 —x-^x'-^ — x^ + JC« — OC' + JC« — jcio -j- 



aber nur fiir solche Werte 
vonJC, f iir welche die erhaltenc 
Reihe konvergiert. Zur Be- 
stimmung der Konvergenz schreiben 
wir sie in der Form: 

(1-JC)(1+JC'^ + JC« + JC»H ) 

und selien jetzt, daB die Konver- 
genz von derjenigen der Reihe 

1 + jc» + jc»» + jc» H 

abliangt. Da letztere nur fiir solche^, 
deren absoluter Betrag unter der 
Einheit liegt, konvergiert, so ist 
(lie vorhin vollzogene Gleichsetzung 
der gebrochenen Punktion mit der 
unendlichen Reihe an die Bedingung 
gekniipft, daB die Veranderliche x 
zwischen den Grenzen — 1 und + 1, 
rait AuschluB der letzteren gewahJt 
wird. 
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Aufgabe 336. Ebenso yT~r~J\^' 

U -\r •*; 

(Siehe Erkl. 131). Auflosung. Wir nehmen: 

= flo + aiX + aiX'^-\ 



(l+.jc)-'* ;H-3Jf + 3Jc--* + Jc« 

und erhalten: 
1 = (1 + 3JC + 3^2 _^ jc3)(flo + a,x + a,x'' H ) 

1 = ^0 + (3flo + «i)^ + (3^0 + 3fli + flg)-^- + (^0 + 3fl, -^ Sa. + a^^U^ 
+ (fl^i -I 3^2 + 3fl3 + «4)J^' + -fl. + 3fl, + 3^4 + flo)-^' 

Da linker Hand die Koeffizienten 
von X, x'^, x'"^ usw. samtlich gleich 
Null sind, liefert die Koefflzienten- 
vergleichung: 

flo = l 

3flo tF ^1 = 

3flfo + 3^1 + ^2 = 

^0 + 3a, + 3flf2 -1- fls = 

«i + 3fl^2 + 3^3 + «4 = 

Og + 3flfjj + 3^4 + ^5 = 



Hieraus folgt nun: 

flfo = l, «! = — 3, fl2 = + 6, 
fl3 = — 10, fl4 = + 15, fl5 = — 21 

usw., also allgemein: 

.,_(_„.. ("+2). 

Unserc Reihe laiitet jetzt: 

Zur Untersuchung ihrer Konver- 
genz setzen wir: 



«, = (-!)"(" "J ^)jf" und 
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Cber die Entwickluns: der Funktionen in unendliche Reihen. 



Limes — ^ = Limes ! 



/; = 00 



Un 






Daraiis folgt: 
= Limes | — (l "I" 



c**^— 



4-1)'} 



= — X. 



(1 + xy 



Daraus schlieQen wir, daB die Beihe 
konvergiert fiir \<ix<i-\-l und 
unter dieser Bedingung ist: 

= 1 — 3jc + 6jc^ — 10jc» H ad infinitum. 



2 + 3jc 
Aufgabo 337. Ebenso , , ^j^a 



2 + 3ac 



1 + 3JC 

Ki'kl. 138. Ist veiiangt, das allgemeine 
Glied Un der Potenzreihe odor anX^ zu bc- 
rechnen, so kann dies in folgender Weise 
gesclielicn. 



Auflosung. Wir setzen wieder 

;- = fl'o + ^l-^ + ^2-^^ + «8-^'^ + ■ • 



Es ist 

Oh = 

04 — 



^r. = 



Cir = — 



•) 



(2ao + 3fli) 
(2fl, + 3^,) 

{2a,, -f 3fl4) 
(2^, + 'Sa,) 
{2a, -f 3ffJ = 



6^0 + ''flfi 

30fl„ + 31fli 
-(62flr, + 63^,) 



Die Zahlcii 2, G. 14, 30, 62, 126 

bilden oine arithmetischo Keiho 



2 

14 

30 

62 

120 



4 

8 

10 

32 

64 



4 

8 

10 

32 



4 

8 

10 



4 

8 



mit yi = 2, ^y^ -= 4, A'lVi -= 4, A'lV -= 4, 
A'ji = 4, A""!)'! = 4. 

Kbenso ist das gleiche mit den Zahlen 
3, 7, 15, 31, 63, 127 usw. der Fa'l rait 

;'i-=3; 

Aj'i = A!v, ^ A!Vi •= AtK, -"= A'y, = 4. 

Hiermit ist das Mittel gewonnen, Un aus- 
zudriicken. Die weitere Ausfiihrung dieser 
Kechnung. .sowie die Aiiffindung der Kon- 
vergenzbedingung bleibt dem Leser iiber- 
lassen. 



+ 2jc« 

und bilden: 

2 + 3jc = (1 + 3jc + 2x^){a^ + a^x 

+ (3^0 + ay)x 

+ (2^0 + 3fl, + flj )x^ 

+ (2^1+302+^^8)^^"* 

+ (2fl, + 3fl3 + ^4)J^*+--- 

Die Koeffizientenvergleichung gibt 
jetzt: 

flo = 2 
Sflo + fli = 3 
2r7o + 3^1 + ^2 == 
2ai + 3^2 + as = usw. 

Daraus folgt: 

flo = 2, flfi = — 3, fly = + 5, 
fl3 = — 9, flf, = + 17, flr, = — 33... 
Hieraus folgt, daQ 

2 + 3JC 
1+3JC + 2JC- 

+ 17JC* -33ac'' + -.. 

unter der Voraussetzung, dafl nur 
solche Werte fiir x gewahlt warden, 
welche innerhalb des Konvergenz- 
gebietes der gefundenen unendlichen 
Potenzreihe liegen; d. h. fiir 

-\<x< + \. 



, = 2 — 3jc + 5jc^ — 9x^ 
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Aufgabe 338. Ebenso 

l + 3x + bx^+7x^ + 

l—X-\-X^ — X^+" 



l + Sx + bx + lx^^ 



Auf losung. Soil diese gebrochene 
Funktion zulassig sein, so miissen 
Zahler und Nenner konvergieren, 
was zutrifft fiir — K -^ < + 1. 
Setzen wir dieselbe wieder 

SO folgt: 

'-a — x-\-x^^x^+''')'{ao + a^x-\-a^x^-\-asX^+-) 

+ (fli — ao)X 

+ (^2 — fl^l + ao)X^ 

+ (flg — a^ + fli — ao)x^ 

+ (fl4 — fl3 + flg — fli + ao)x^ H 

Daraus gewinnt man sehr eiofach: 

^0 = 1, fl^i=4, ^2 = 8, ^8 = 12, 
di = 16 usw. 

Die gesuchte lautet hienach: 
1 + 4X + 8jc2 + 12jc»+ 16JC* + . . .; 

sie konvergiert fiir — Kix <; + 1. 



Aufgabe 339. Ebenso (1 + ;^)-'", 
wenn fn eine ganze positive Zahl 
vorstellt. 



(l + x)—^ = 



Auflosimg. Wir nehmen 



= flo + ^1-^ + d^X' + a2X^ + 



a-\-xy 

l = a+x)'"(ao + a,x + a,x'' -f a^x^ -\- • ' .) 

Nun kann, da m eine ganze po- 
sitive Zahl ist, nach dem binoini- 
schen Lehrsatz entwickelt werden ; 
dies gibt: 

1 = (l + (T)* + (?)*'+ (?)*' + • • •)(«« + o,x+a,x^ + csx^ +••••) 

oder 

+ {Qh + (f)a, + a,]x 



Haas, Der blnomische Lehrsatz. 



17 
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Cber die Entwicklung der Funktionen in unendliche Reihen. 



Erkl. 139. Schreiben wir rechts vom 
Gleichheitszeichen : 

m{m + 1) __ (— /n)(— /w — 1) 
i.2 ~" ' 1.2 

__ / w(/w + l( /w4- 2) _ ( /w)(-m I X -/«-2) 
1.2.3 ~ 1.2.3 

usw., so folgt 

(-/w)( /w-1) 

+ 1.2 "" 



+ 



(- m)(—m— 1) (— / w — 2 ) 
1.2.3 



jc« -K . . . 



Jetzt hat die reohte Seite die Form des 
binomischen Lehrsatzes; dieser be- 
h&lt hienaoh seine Qiltigkeit, wenn 
der Exponent des Binoms 1+-^ eine 
ganze negative Zahl ist. 



Daraus folgt: 

^0 = 1 



Die Ausrechnung liefert jetzt: 

« 

/w(m-f 1) 



00 = 1; ^1 = — 'W; (h = 



12 



m{m + \ ){m + 2) 



1-2-3 



Somit ist 



m 



(1 + x)-"" = \ — mx + — 



im + 1) m{m-\-l)(m + 2) 
1-2 1-2-3 "^' 



unter den Bedingungen, daB m eine 
ganze Zahl ist und — K JC <C + 1 

ist. 



Frage 197, Wie lafit sich die 
Methode der tinbestimmten Koeffi- 
zienten zur Wurzelatisziehung ver- 
wendenf 



Erkl. 140. Die Entwicklung von dem 
Polynom (00 + ^1+ flt,JC*+ .,.)'' findet der 
Jjeser in Frage 54. 



Antwort. Soil der Ausdruck 



\ 'A\ + B,x-{^Qx'+" + Q,x'' 



wo fn, n und r ganze Zahlen vor- 
stellen soUen, in eine Potenzreihe 
entwickelt werden, so setzen wir: 

y = ao + aiX + aiX^-\ 

Daraus liefert die Algebra: 
A+Bx + Cx'-^-+Rx"==(A, + B,x+Qx''+'+Q,x-')iao + a,x + a^x^+'Y 

{a^^a^x + a^x'^ + '-y laBt sicb 
nach dem polynomischen Lehrsatz 
entwickeln in der Form: 



« 







u^X -f n.,X'' + u^X^ -I 

Hieiitit wird: 
A+Bx+Cx^-\ [^Rx"=(A, + BiX-^C,x'^ hQiJt'")(«o + «iJ^+«2Jf-+ • •> 
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Nachdem rechts ausmaltipliziert 
und geordnet worden ist, liege vor 
die Reihe: 

Nun ergibt die Koeffizientenver- 
gleichung: 

fio = A^ A = fi . . . /^fl = R; 

t^n+i =0, f^H+2 =0 U8W. 

Au6 diesen Oleichungen lassen 
sich die Werte /^, f^u ft • • • finden; 
letztere liefem dann die Koeffizi- 
enten ^, ^i, ^ . . . u. s. f. 

Wir beschranken uns hier auf 
folgende einfache Falle. 



Aufgabe 340. Entwickle 



/1 + 2JC 
in eine Potenzreihe. 



n 



Erkl. 141. Bekanntlich hat jede Qna- 
dratwnrzel zwei Werte; diese treten hier 
auf d3r rechten Seite auf, wenn ao = + 1 
Oder = — 1 genommen wird; hier ist irnr 
der erste Wert beriicksichtigt. 



(ao + a^x + a^x^' + 



Auflosung. Aus 



-\fl + 2x 

' l + JC* 


— Co + fliJf + a,Jf* + • • • 


olgt: 
1 + 2jc = 


:(l + jc«)(ao+fliJf+fl,x» 




+ a,;f« + ...)* 



Nach Aufgabe 106 ist 

-[- {2(ha^ + 2ax(h)x^ -\ 

Daraus erhalten wir: 

1 + 2x = flo' + 2a^axX + (flo' + 2flo^2 + a^)x^' 
+ (2flo«i + 2ao«8 + 2aia^)x^ H 

Dies liefert: 

2flo fli = 2 

flo' + 2flofl2+fli' = 

2ao^i + 2flo^8 + 2fli flg = 
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tber die Entwickluns: der Fimktionen in unendliche Reihen. 



Daraus folgt 
flo = 1, fli = 1, fl?2 = — 1, fls = 0, 

di = 0, ^5 = 1 U. S. f. 

Somit ist 



1/1 + 2^ 

fiir — l<;c< + l. 



= l + jc — jc2 + jc^4- 



Aufgabe 341. pjbenso 

3 

n + ^. 



Auflosung. Aus 



rechnen wir nacli Atifgabe 107 



l + x = {ap+aiX-i- a^x H f = a^^ + Za^-a^x + [Sflo-fl? + 3flo«i^) x 



Erkl. 142. Da 

1 ^MJi/3_l) 
9 1.2 

5^ ^V8.(Vs~l)(V3-2) 
'81 1.2.3'" 



10 
243 



'/,(V»-l)(Vs-2)n3-3) 

■ "^ ll. St I. 



1.2.3.4 



laQt sich achreiben: 
3 



Vn. , V:,('/.-l) 



■^ 1.2.3 

, ^nC/s 1)('.^» -'2XV /, 3) 
"^ 1.2.3.4 --^-t- 

Hier haben wir also den binomidchen 
Lehtsatz fiir einen positiven ge- 
brochcneii E x p o n e n t o n. 



Dies gibt: 
flo — 1 

3flo'fl^ + 3flfo'flr = 
Sflo'-fls + 6^0 fli Oj + af^ = 

Somit muQ sein: 

flo = 1, ^1 = 3' ^2 = — g, 

5 10 

^3 = g^, a, = - 2-^g usw. 

Wir haben hienach: 



, 5 „ 10 , 
^81 



243 ^ 



falls Jt'' < 1 ist. 
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Aufgabe 342. Ebenso fiir 

1 



y= A 



\a-x) 



Auflosung. Aus 

folgem wir: 

l = a — xy[ao + (hx + a,x^' + a,x^ + Y 

nach Aufgabe 108 erhalten wir: 

1 = (1 _ 3jc + 3jc^ — x'^) jflo* + 4ao^«iJf + (4flo'^ + 6ao'a,')x^' 

+ (4ao'^«3 + 12flo=^fli (h + 400^1 ')^'' + • • j 

oder 



Krkl. 143. Da 

21_(-%){-"/4 
32 1.2 



1) 



77 ^ (-J4)(~ •'^^ -_!)(- % - ?) 
128 1.2.3 



so folgt: 

< 1 — X)- ':* = 1 - ~^''* X + ^ '' '^i~2^* — •«^' 

(-74U-'/*_- 1)1^^/4 -2) 
"" 1.2.3 X -^... 

iriieraus schlieBen wir, daO <ler bi- 
xiomische Lehrsatz auch fiir negative 
^el>i'<>€hene Exponenten seine Giltig- 
Iceit bewahrt. 



Daraus folgt: 

ao' = l 

4flo'fli - 3flo' = 

4flfo'fl2 + 6flo'fli' — 12flo'fli + 3ao'=0 



Dies gibt jetzt: 

^0 = 



3 21 

1> ^l = T, ^2 "^ »^ ^SW. 



32 



Somit ist 

(1 - JC) -'• == 1 + ^JC 

77 



32 



fiir alle Werte von x zwisehen 
— 1 und + 1. 



3. Ungeloste tibungsbeispiele. 

Entwickle folgende Punktionen in Reihen, welche nach Potenzen 
von X fortschreiten: 



Aufieabe 343. 

20jc^— SlJC^ — 12jc*_+ 32JC 

4Jt' — ix — a 

Aufgabe 344. 
60jc^ — 85JC* + 86jc» — 69jc' + 32jc — 10 

180JC- — r20JC + 60 



Aufgabe 345. 

1 



10 81 



w-m+i'-) 
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t)ber die Entwicklung der Funktionen in unendliche Reilien. 



Aufgabe 346. 
Aufgabe 347. 
Aufgabe 348. 
Aufgabe 349. 



1—x 
1 



Aufgabe 355. 1/1 



1 — JC 

+ x 



1 + x 

1 

1 — X~+ X'- 
1 + 2* 



Aufgabe 366. l/l+** 



yj- 



1 — 2x + 3jc2 
Aufgabe 360. il—x 

2 

Aufgabe 361. H + 3x 

2 _ 

Aufgabe 362. V 3 + bx -f Ix'^ 

2 



Aufgabe 357. 



Aufgabe 368. 



x^ 



JC2 



yi6- 

4 

f'~ 
X 

2~+4jc 



) 



r 



Aufgabe 353. 
Aufgabe 354. 



1/fi" 



bx 

JC2 



Aufgabe 369. (2 — ^)*^ 
Aufgabe 360. (1 + x)- '^ 

Aufgabe 361. 

(2 + 3;c + 4Jc*^ + 5Jc^ H )- '/» 



y27 — 10j:+8jc- + 10x3 



Aufgabe 362. 

(1 — JC + JC^ — X-* + x^ 



•)-'- 



4. iiber die Summierung der Binominalreihe. 



Frage 198. Welcher Unterschied 
zeigt sich, wenn man in dem Bino- 



Antwort. Nach Aufgabe 19 be- 
minalkoeffizientenf j daseineMal deutet ^ ) den Wert des Bruches: 



fiir n eine ganze positive Zahl, und 
ein anderes Mai fiir n irgend eine 
andere Zahl annimmt? 



n{n — \ ){n — 2) ...(/? — r + l) 
1-2-3.../-" 

falls n eine ganze positive 
Zahl vorstellt; z. B. ist fiir /i = 6 
und /■=4: 

/6\ 6-.5-4.3 
V4/ 1-2-3-4 ^^' 
ebenso ist: 



C)-f=«^®=!1=-'(3)-"r:l=- 



6-5-4-3-21 



/6\ 6-5-4-3-2^ /6\ 6-5-4-3- 
V5/ 1-2-3-4-5 ' V6/ 1-2-3-4- 



/6 \ 6^5 • 4 ■ 3 • 2 a • ^ /6\ 6^ ■ 4 321(-1) ^ 
\7/ i-2-3-4-5-6-7 ' V8/ l-2-3-4-5()-7-8 



5-6 ' 
6 • 5 ■ 4 321(-1) _ 



usw. 
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Daraus ersehen wir, daB, wenn n 
eine ganze positive Zahl vor- 

stellt (J) = /7; (J) = 1 «nd daB 

femer (^^j) = 0; {^^1^=0 

tisw. ist. 

Wir konnen nun die obige De- 
finition von der GroBe (^ auf 

jede beliebige Zahl n ausdehnen 
und also ganz allgemein setzen: 

/n\ n(n-l)(n-2)...(n->— 1) _^^3 
\r/ l-2-3...r 

Fiir '^ = Q uJid /■ = 3 f olgt dann : 

V2-(V»-i )(V»-2)_ 1 

1-2 -3 16' 



dy 



ebenso fiir '^=9 und r=hi 

VA _ VbCA - DCA - 2)eA - 3)eA - 4) 



G") = 



1 • 2 • 3 • 4 • 5 256 

Wir sehen, daB hier fiir die ganze 
positive Zahl r keine Beschran- 

kung besteht, und in ( M fiir r 

jede ganze Zahl von 1 bis oo ge- 
wahlt werden darf, ohne daB der 

Wert ( ^1 von einer gewissen Grenze 

ab immer gleich Null wird. 

Ist also in ( j die Zahl n ganz 

beliebig gewahlt, so hat f j fiir 

jede ganze positive Zahl r, von 
1 an aufwarts, einen von Null ver- 
schiedenen Wert. 



AufSAbe 363, Berechne ( ^^^) 



Auflosung. 

- V5\ (- •V5)(- -Vs - 1)(- V5 - 2) (- Vs - 3) _ 234 



(-?) 



1 • 2 • 3 4 625 
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AufjBrabe 364. Ebenso (^H^). 

^^ ^ Auflosung. 

/2 V2\ _ 2V ,-iV,-V,-(-V»)(-iV ,) ^ 3 

V 5 / 1-2-3-4-5 It) 



Aufgabe 366. Ebenso (^^\ 

^'^^ Auflosung. 



\3) r-TT" 3^^ ^ 



Aufgabe 366. Beweise, daB fiir 
jeden Wert- von n die Gleichung 
rich tig ist: 



//i\ / n \« — r+1 Auflosung. Nach der obigen 

\r/ \r — 1/ r Definition ist allgemein: 

/«\_(/i n — 1 n — 2 It — r-\-2\n—r+J 
\>'y \l'~2 3 r—i~i r 

Nun stellt aber die Klammer den 

Wert von i ^1 vor; woraus die 

Richtigkeit des Satzes sich ergibt. 



Aufgabe 367. Ebenso, dafi fiir 
jeden Wert von m und von n: 



Auflosung. Es ist (7) = '«' 
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Aufgabe 368. Ebenso, daB all- 
gem ein 

/m\ , /m\ /n\ , /n\ ^ //w + 2\ Auflosung. Es ist 

■J ' ' ' ' (2)+©©+© 

_m(m — 1) +_2mn + n{n — 1) 
_ ^ _ 

ni{ni — \) '\- mn -\- mn -Y- n{n — 1) 



m {m + n — 1) + nj m + n — l)_ (m -f n)(m + /^ — 1) 

2 ~ ~~ 1l~2 



V 2 / 



.jt 



Aufgabe 369. Ebenso, daB all- 
gemein : 

(3) + (2 ) (1) + (1) (2) + (3) Anflosmg. Es ist 

-(« + ") ist. (») + (.) (J) + (.) ^) + Q 

=G)+(2)(0XT)©l+(1)(i)-s+(T)G)i+(3) 

(/n\fli — 2 . /in\/n\ m — 1 2 , /«\/n , /m\n 
2)~r ^\\)\\) ' ~2~ 3+ V2/3 + V2/3 

/m\/n\n — l 2 , /n\ fl— 2 



+ 



2;+viAi;+Wr 3 — 

_ /m + n\ m-\-n — 2_/m-\-n\ 

~\ 2 ) ?r ~\ 3 ) 



— 2 
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Aufgabe 370. Ebenso, daB allgemein: 

c) + (?) (?) + (1) it) + o Q + =("-r) «• 

Auflosung. Es ist 

ChQ (0 + it) © + do + = C) + OG) 

+(")C)l+(T)(3)i+(3)C)l+(")©! 

+(T)Cs)4+(:) 

//n\ m — S. /m\ /n\ /n — 2 3 , //n\ /«\ m — 1 2 , /«\ 



3 

4 



m 
4 



, //n\ « , /m\/n\ n — 1 2 , /m\/n\n—2 3 , //i\n — 3 
+ V3/-4 + V2JW'~2~'4 + Vl/W 3~4 + W"r 

s) - 4- + U)\l) —i- -+\l)h) 1 +13^ 4 

"{(?) + ©© + (?)© + ©}■ 

(/n + /z\ m + /I — . 3 /m-Y n\ 
3 ;• 4 =v 4 ; 



m + /^ — 3 
4 



Aufgabe 371. Ebenso, dafi allgemein: 

© + (T)G) + (")(?) + (")(") + (DG) + (D - r r)- 



Auflosung. Die Entwicklung 
moge der Leser selbst bilden 
mittelst der in den vorhergehenden 
Auflosungen gezeigten Zerlegungen. 



Frage 199. Welehe Folgeriing 
laBt sich aus den vorhergehenden Antwort. Stellen m und n zwei 
Gleichungen Ziehen? ganz beliebige Zahlen vor. 
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und bezeichnet r eine positive 
ganze Zahl, so ist stets: 



(T) + G-l)©+(.-2)© + C-3)(8) + --rr) 



Frage 200, Welche Sum me 
liefert die Binominalreihe 



1 



+ (i>+(2)" + ®'* + 



• • • 



! 



Erkl. 144. Wfihlen wir /f = 6, so lautet 
die Binominalreihe 



1 






Da aber 




6.5.4.3.2. 10__ 
1 . 2 . 3 ; 4 . 6 . 6. 7 "~ 



/6\ __6.6.4.3.2^1.0(— 1)_ 
V8/ ~ ~ K 2 . 3 .475 .6.7 .8 "" 

u. s. f. ist, so fallen iUle luif i Ix" folgen- 
den Glieder weg und es bleibt nnr: 



> + 



C) 



^+(2V+- ■'■(e'* 



6 



(1+j:)^ 



Die Bichtigkeit dieeer Formel 
d i r e k t za zeigen mittelst der 
obigen Zerlegungen bleibt dem 
Leser iiberlassen. 



Antwort. Nehmen wir die Zahl 
n ganz und positiv an, so 
bricht die Reihe an einer Stelle 

von selbst ab, denn alle auf (^j 

folgenden Binominalkoeffizienten 

{ji + 1), („ + 2) • • • ^^^®° ^"^ 

Zahler den Faktor n — /i, und sind 
daher samtlich gleich Null; somit 

verschwinden alle auf ( ^ j Jf" fol- 
genden Glieder, und es bleibt nur 
iibrig: 

Nacli dem binomischen Lehr- 
satz ist diese Summe fur jeden 
Wert vonJC bekanntlich =(1 + -^)''- 
Wenn wir nun der Zahl n einen 
Wert beilegen, der nicht ganz 
und positiv, sondern negativ 
Oder gebrochen oder irrational 
ist, so kommt in den Zahlern der 
Binominalkoeffizienten nirgends der 
Paktor n — n als Faktor vor; die 
Binominalkooeffizienten sind also 
alle von Null verschieden, und die 
Reihe wird eine unendliche. 
Von ihr haben wir naebgewiesen, 
daB sie konvergiert, wenn 

ist (Siehe Aufgabe 329). Nun erhebt 
sich die Frage nach der Summe 
dieser Reihe, wenn wir der GroBe x 
einen bestimmten Wert beilegen, 
welcher zwischen — 1 und + 1 liegt. 
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Eine belie bige Zahl /z, die nicht 
positiv und ganz sein soil, liefere 
die Summe Sn, eine zweite derartige 
Zahl m liefere fiir die namliche 
GroBe x die Summe 5«, so daU 



..=i+(?>+(?>+G>-+- 

ist. Da wir x innerhalb des Kon- 
vergenzgebietes angenommen vor- 
stellen, so haben wegen der Kon- 
vergenz Sn und s« ganz bestimmte 
Werte; folglieh diirfen wir auch 
die beiden nnendlichen Reihen mul- 
tiplizieren nnd erhalten hiebei nach 
Frage 182: 



......i+{(T)+©j.+{©+(T)©+®^ 

+|(?)+G-i)(i)+G-2)©+-+©}-'+- 
i+{°'t'')'+{"'t")'''+i°'t'')+-+("'t")'''+- 

I 

Somit besteht die Beziehun 



■Smr-B 



Somit besteht die Beziehung, da& 
fiir jeden Wert von fn und n 

^m ' Sn = S /n-\-n Ist. 

Wiihlen wir nun m^= n^ so folgt: 

•5/1 • Sfi = S^n 
S/t * S/i • Sn = ^2 n ' Sn — Sg n 
Sn * Sn ' S n ' Sn = S^n * S n — S^n 

und allgemein: 

wenn g eine ganze positive Zahl 

ist. Nehmen wir jetzt /x = — , wo 

p und g positive ganze Zahlen 
sind, so folgt aus voriger Gleichung: 

iSa\'' = Sp 

\ 7/ 
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Da aber p eine positive ganze 
Zahl ist, so hat man nach dem 
binomischen Lehrsatz: 

mithin folgt aus der Gleichung 
\spV = {\-\-xy jetzt: 

9 _ P 

9 

also muB sein: 



='+(?)^+(i) '■+(!)■ 



wenn x zwischen — 1 und + 1 

liegt und der Bruch -- positiv ist. 

q 

Wahlen wir jetzt m = — /i, so 
folgt ans der obigen Beziehung: 

Somit ist: 

1 

Nehmen wir an, daU n eine po- 
sitive ganze oder positive ge- 
brochene Zahl sei, so ist nach 
dem vorigen: 

su = i + (l)x + (2)^'+ • • = (1 + x)"; 

also haben wir: 

s.-(l +«■-« + '>"' 

und die vorige Gleichung S-n = 

geht jetzt iiber in s_-„ = (1 + x)-"; 
d. h. es ist: 

5-, - 1 + (-^^y + ("2")'"' + ("s")-"' + •• = (1 + *) " 

Hiemit ist bewiesen, daU stets 
1 + ©. + ©X. + Q.' + . . . - (1 + .)■ 
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ist, wenn die Zahl n beliebi^ 
positiv oder negativ, ganz 
Oder gebrochen ist. 

Nun bleibt noch die Frage zu 
beantworten iibrig, welche Sumine 
die Binominalreihe liefert, wenn 
wir die Zahl n irrational an- 
nehmen. Als Beispiel wahlen wir 
n = 7i = 3,14159 . . • und suchen den 
Wert von 

,, = ! + («). + (»)..+ (»)..+ ... 
OfFenbar ist nach obigem: 

ssM = 1 + f 'J*)^ + f '2 *)^' + • = (1 + xr^ 

53,141 = 1 + {^\^^y + (^'2*^)''' + • • = (1 + ■^)''"' 

53,1315 = 1 + (^'^*^*)JC + (^'^2 ^^)jC^ + . . . = (1 + JC)^4415 ^g^_ 

Je mehr wir Dezimalstellen nehmen, 
desto naher kommen wir an ^ her- 
an, und da fiir eine beliebige An- 
zahl von Dezimalstellen 

ist, so wird auch fiir eine unend- 
liche Anzahl von Dezimalen: 

5„=(l+JC)- 

werden; mit anderen Worten, unsere 
Summenformel gilt auch fiir /z = n, 
Mit der gleichen SchluBweise finden 
wir ihre Giltigkeit fiir jede irra- 
tionale Zahl n, 

Wir haben hiemit den Satz: 
Innerhalb des Konvergenz- 
gebietes gilt fiir jeden be- 
liebigen reellen Wert von n 
die Formel: 

Im allgemeinen mufi^zwischen 
— 1 und +1 liege n. Piir 
a: = + 1 bleibt die Gleichung 
nur richtig unter der Bedin- 
gung — l</z< + 00 und fiir 
x= — 1 nur unter der Bedin- 
gung 0<n< + oo. 



Anwendungen des allgemeinen binomischen Lehrsatzes. 
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Frage 201. Wie erhalten wir 
aus der Binominalreihe 

die friihere Form des binomi- 
schen LehrsatzesT 



Erkl. 145. Die allgemeine Giltigkeit 
des binomischen Lehrsatzes hat Newton 
entdeckt; er verdffentlichte dieselbe in 
einexn Brief an Leibniz vom 13. Juni 1676. 

Siehe auch Eulers Werk Introductio 
in analysin infinitorom, Lausanne 1748. 

Canchy, Analyse algebrique, Paris 1821. 

Abel, Crelles Journal, Bd. I, 1827. 



Frage 202. Welche Folgerung 
gestatten die voransgehenden Unter- 
suchungen? 



Antwort. Nehmen wir x= ~. 

a 

so folgt aus: 

1 + Q)x + (l)x» + . . . = (1 + x)« 

Multiplizieren wir nun beiderseits 
mit a" durch, so erhalten wir: 

Diese Formel gilt nach Obigem 
fiir jede Zahl n^ wenn 
a*>6^ ist. 



Antwort. Schreiben wir die 
vorige Gleichung umgekehrt, so 
lautet sie: 



Wir schlieQen daraus: Die 
Formel fiir den binomischen 
Lehrsatz gilt fiir jeden reellen 
Exponenten n, wenn a^^b^ 
ist. Obige Gleichung ist also 
der Ausdruck des allgemeinen 
binomischen Lehrsatzes. 



5. Anwendungen des allgemeinen binomischen Lehrsatzes. 

Aufgabe 372. Entwickle nach dem 
binomischen Lehrsatz (a -{■ b) \ Auflosung. Fiir /z = — 1 er- 

halten wir: 

denn (" ^) = ~ ^ = - 1 ; (~ ^) = ^~ J^^^" ^^ = + ^ ^«^- 



272 Cber die Entwicklung der Funktionen hi uiiendliche Reihen. 

Aufgabe 373. Ebenso (a -f *) "'. 

Auf losung. Hier tolgt fiir n= — 3; 

= a-« — 3fl-* b + 6fl-^ b^ — 10fl-« 6« 



Aufgabe 374, Ebenso (a+b)-'". 

Auf losung. Fiir n= — m folgt; 

4 

1 .1 J 

^ 1 2 3 ^ 

12 3 ^ ' 

wenn a^^b^^ ist. 



Aufgabe 375. Ebenso (a — b)~\ 

Auf losung. Nehmen wir /i = — 2 
und /^= — *, so folgt: 

(a + ,)- = «- + -2 a- a,.+^- f - ^^ ^<,i^ + (-- 2K- 3)( - 4),_. ^,. 

(-2)(--3)(-4)(-5)^.^^ 
^ 1-2-3-4 ' ^ 

Hieraus ergibt sich jetzt: 



Aufgabe 376. Ebenso {a — b)'-"\ 

Auf losung. Nach Aufgabe 374 ist: 

mm A !)(/;? + 2) ,^,.,, ... , 
1-2 -3 ' ^ 



*v 




CVC ^/iG»vCt / 



V? 



. ^s?*5 -»tir^'«e.'^ -^j^-Wii^' *.-•• 



<**<!-<«:-- 



Heft 1 



^ r> 



j ::• o 



Preis 
des Heftes 
. 25 -Pfg, 



l><^i' bitioniii^cbe und 
polyiioiiiische L<^lirsatz. 





el6ste 

Hufgoben-Sammlung 

— Mbst ADkaogeD ugelMir MpboB, (fr 

mit 

btwieUimg ttv beontastes Sitze, FsrmelB, Regeln ii ifrasimi Antwortei 

eriautert durch 

viele Holzschnitte ft lithograph. Jafeln, 

aus alien Zweigen 

der Redienlntnst, der niederen (Algebra, Planimetrie, Stereometrie, ebenen und ^kirischen 
Trigonometrie, synthelischen Oeoraetrie etc) u. h51ieren Mathenatik (hShere Analysis, 
Differential- u. Integral-Rechnung, analytische Oeometrie der Ebene u. dcs Raumes etc.) ; — 
aus alien Zweigen der Physik, Mechanik, Oraphostatik, Cheniie» Oeodlsle^ Naatik, mathemat 
Oeographie, Astronomie; des Maschinen-, Strassen-, Elsenbabn-, Wasser-, Brficken- u. Hoch- 
bau%; der Konstruktionsletiren als: darstell. Geometrie, Polar- ii. Parallel-Perspectivep 

Schattenkonstmktionen etc. etc 

fflr 
Schuler, Studierende, Kandidaten, Lehrer, Techniker jeder Art, Militars eta 

zum einzig richtigen und erfolgreichen 

Studium, zur Forthilfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertunfl 

der exakten Wissenschaften, 

herausgogeben von 

Dr. Adolph Kleyer, 

Mathenuitiker, wridetff Unigl. preustischer Feldmesser. vereideter grossh. bcsiltclier Oeometer 1. Klasac 

in Frankfort a. M. 
Mitwirkung der bewilhrtesten Krfiftc 



is^rf:><«r^;-<«r*;-<Cii<t'<R5-«5-<*j<:- ■^b^s«<*T<f*--H^'« 



Der binomische und polynomische Lehrsatz, die arithmetischen 
Reihen hoherer Ordnung und die unendlichen Reihen. 



CD 



Zum Selbsistiidiiiin und dem Oebrauch an Lehranstaltcn. 
Nach System Kleyer bearbeitet von Prof. Dr. A. Haas. 

Heftl 



o 

H. 



Bremerhaven. 

V e r 1 a g von L. v. V a n g e r o \v. 



tr«r'<«---r:-'^--r'- ••-<C'«*.-«:-*i-«:-<Ch»5' 



Das vollstihidice lnhaltsv«M'z«'irlniis der bis jetzt eischieiienen llofte kanii 

durch jode Buchiisuidhing bczoj^eu werdeii. 



Das Lehrbuch fiber deu biiiomischeii und iiolynomiseheii Lehrsatz 
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Piir fi = — b folgt jetzt: 

JL 1 ' ^ 

mjm + 1) (/ » + 2) (,+3)^. I . . . 
^ 1-2-3 '^ -^ > 

wenn c*>6* ist. 



Aufgabe 377. Berechne nach 
lem binomischen Lehrsatz Vl+Jf- Auflosung. Es ist 

I'fT^ = (1 + *)■'•• 

Flir '^^rt liefert der binomische 
Lehrsatz: 

Oder 

,- I M ^ I 1 1 1 > » 1 1 3 „ 1 1 3 6 _ . \a^rk 



Aufgabe 378. Ebenso y I — x. 

Auflosung. Aus der vorigen Ent- 

wicklung von (1 + x)'^* erhalten wir 

diejenige fur (1 — x)'!*, wenn wir 

die Vorzeichen der Glieder, welche 

X mit ungeraden Exponenten ent- 

halten in die entgegengesetzten 

verwandeln. Dies gibt: 



Aufi^abe 379. Ebenso 

j^ Auflosung. Es ist 

Tl + i' - A_=(i + Ar)-v.; 

nun wird 

Oder 
1 1 1 ,13., 136.. ,1357i i^p« 

Haas, Der biaomische Lehrsatz. 18 
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Aufgabe 380. Ebenso - 7- . 

il—x 



Auflosimg. Es wird ofFenbar: 



1 /- ^v 1/ -|1 lid n.luO , 

= (1— «)- '«=l+S-^ + S-*T^ +«'T' «i*^ 



fi^:^ ' '2'24 '246 

^2468^ ^^ 



Aufgabe 381. Ebenso yl+i, 1 

(Siehe Aufgabe 341). Auflosung. Fiir /x = g erhalten 



wir: 

3 



yi+a.=(i+..y.=i+|x4|**+J-.| |«,»-| |.|.A«,*+...v«54 



/::' 



Aufgabe 382. Ebenso ^\ — x, . „.. _ . _ 

® Auflosung. Es wird: 

Vi /t ^^\ t 1 12,125,1258. ,,_ 



Aufgabe 383. Ebenso (1 + Jc) . 1 

Auflosung. Piir /r = — folgt 



m 

yr+^=(l+a!;)'" 



Oder 



(m — l)(2m — 1) (3m - 1) ^, , . ., ^ 



2 3- 4m 



Aufgabe 384. Berechne |1,1 mit 
Hilfe des binomischen Lehrsatzes. Auflosung. Wir setzen 1,1=1+0.1: 

dann wird nach Aufgabe 377 



u,i = n + 0,1 =(1 + 0,1)' = 
= i+^o,i-|o,r+^o,p-4-o,i«- 
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Nun ist 




1 — 


1 


+ |o,i 


0,05 




1,05 


J-0,P - 


- 0,00125 



= 1,04875 
+ ~A • 0,1*= 0,0000625 
= 1,0488125 
— 1^ • 0,1*= - 0,0000039 



= 1,0488086 

U. 8. f. 



Also ist yi,l == 1,0488086. 



Aufgabe 385. Ebenso ^0,9. 



Auf losang. Fur 0,9 = 1 — 0,1 
folgt aos Aufgabe 378 



/0,9=yi — 0,1 = 1 — :J 0,1 — ^•0,l« — :i^O,l» — 



5 



8 


U,i - 


16 "'' 


128 • "'^ 


Nun ist 


9 
• 






• 


1 — 


1 




1 

2 


• 0,1 - - 


-0,05 








0,95 




1 

8 

1 


0,P-- 


- 0,00125 




0,94875 




1 
16 


0,1"—- 


- 0,0000625 



0,9486875 
u. s. w. 

also ist /0,9 = 0,948688. 



2 76 tber die Entwicklung der Funktioncn in unendliche Reihen. 



.r 



Aufgabe 386. Ebenso yi,02. Auflosung. Wir nehrnen 

1,02 = 1 + 0,02 

und wenden die Pormel der Auf- 
gabe 381 an; diese liefert 

3 3 

V 1,02 = ]'! +0,02 

= 1 +|. 0,02 -g 0,02 -• + g^j0,02=^-^^^^^ 

Oder ausgerechnet: 

1= 1 

+ I • 0,02 = 0,0066667 



1,0066663 
— ^ • 0,02^= — 0,0000444 

1,00 ,6223 

+ ^, • 0,02 «= + 0,0000005 
tl 



1,0066218 usw. 



■A 



Somit istfl ,02 ==1,006622. 



:i 



Aufgabe 387. V0,97. Auflosung. Fur 0,97 = 1 — 0,03 

gibt die Formal der Aufgabe 382: 



H H 



J 0,97 = 11 — 0,03 = (1 - 0,03)"» = 1 — V 0,03 - I ■ 0,03= — ^f^ • 0,03" 



^^ 03* 
243 ^'"^ 




Nun ist 1 ^-^ 


1 


1-0,03 


— 0,01 


1 


0,99 


- 9 • 0,03= 


— 0,0001 



0,9899 
jf •0,03''= —0,0000017 



0,9898983 usw. 



:i 



Somit ist 10,97 = 0,989898. 
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Aufgabe 388. Ebenso /lO. 

Auflosung. Es ist 

2 2 2 2 

V 10 = }'9TT = fm + V«) = 3/f+ Vs = 3(1 + V»)* 

= 3!l + l.l_l.l.J_4.1.i.3. 1, 
I ^2 9 2 4 81^2 4 6 729 

= 3fl + i-„l„+ ' 



r^lS 648^11664 
= 3 • 1,054092 = 3,162277. 



3 



Aufgabe 389. Ebenso /5ii. * j^i- tt- i i_ 

Auflosung. Hier liaben wir: 



3 



y 51 1 = y 512 - l" = [/ 512 (l - ^^2) 



3 



= fl'l_l J__l 1 _ 5 1 

r 3 '512 9 '512- 8i"5i2'' 



I 1536 2359296 
— 8 • 0,999349 
= 7,99479. 



■■■} 



Aufgabe 390. Ebenso /2. 



Auflosung. Wir miissen hier 
den Radikanden 2 vor der Ent- 
wicklung umformen; wir nehmen 



/ — 



19 = 1 50^1; 49+1 

* \ 25 r 25 



I "^"2 49 8 49-' "^16 49' 128 49*"^ J 
I ^ 98 19208 ^ 1882384 | 
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Aufgabe 391. Ebenso y 3. 



Erkl. 146. Es ist 

1= 1 
__ 1 
1352 
1 



3655808 



= — 0,000739645 
= — 0,000000274 



26 
15 



Klammer = 0,999260081 
. Klammer = 1,7320508 



Nun ist 



1 = 
98"" 



0,0102041 



19208 



= 1,0102041 
= — 0,0000521 



= 1,0101520 usw, 
Somit »^2 = |- 1,0101520 = 1,414213. 



Auflosung. Es ist 

315* = 3-225 = 675 = 676— 1 
= 26^ — 1; 

daher 



^^~r 15* ""I5y^ 676 



26/ 1 JL_1 _\__1_ _1_ 
15 1 2*676 8 '676- 16'676« 



1 



26 
15 



1 
1352 



__1 _ 1 

3655808 I 



= 1,7320508. 



3 



/o 



Aufgabe 392. Ebenso y3. 



Erkl. 147. Es ist 

1 = 
10 



6591 
100 



= — 0,0015172 

0,9984828 
= _ 0,(KX)0023 



43441281 

Klammer = 0,9984805 

13 
- . K'.ammor = 1,4422406. 



Auflosung. Wir setzen hier: 

3 3 



^3 =f /■=)/-? 



3 



3 



=]/ 



2197 — 10 



=1/ 






'13»— 10 



•4 



9» 

■s 



= 1 13'| 10\ 131 
I 9 ' I 13 'j 9 I 



10 
2197 
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1 10 _ 1 100^ 
3 2197 9" 2197* 

10^ _ 100 

6591 43441281 



81 * 2197» 
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■■] 



= 1,4422496. 



Aufgabe 393. Ebenso y255. 



Auflosung. Da 

255 = 256—1=4* — ! 
ist, so folgt: 



4 4 

las. ?4-^ = 1/4. (l - i) = 41/7-2^, = 4 (l -^ig)'" 



Erkl. 148. £s ist 
1= 1 

- Y^ = - 0,000976562 



I 4 256 32 256- 128 256'^ j 



0,999023438 

o 

- = — 0,000001431 

2097152 ".^'^'^'^ 



.4(1—'— 

r 1024 



= 3,996088. 



2097152 



-1 



Klammer = 0,999022007 
4 . Klammer = 3,99608828. 



Aufgabe 394. Ebenso iss. 



Auflosung. Hier nehmen wir: 



5 



= y32 + l=]/32(l + ^)=-2(l+^)'" 



= 2{l 



r^5 32^ 1 2 32"^ 12 3 32"^ 



2K 
i ' 5 32 5 10 32* ' 5 10 15 32 



,11 14 



1,14 9 



2* j 



= 2!l 



1 1 



. . 2 16 
r~^5 32 25 32* "^125 



1 \ 

32' / 



= 2(1+ 1 ^ 

r^ieo 128 



12800 "*" 2048000 



•7 



= 2,0123468. 
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Erkl. 149. Hier ist 

1= 1 



+ jgQ = 0,0062500 



12800 



1,0062600 
= — 0,0000781 



+ -. 



2048000 



1,0061719 
= _ (),0(X)0015 



Klammer= 1,0061734 
2 . Klammer = 2,0123468. 



Aufgabe 395, Ein Kapital von 
1 Mark steht zu 5% auf Zinses- 
zinsen. Wie groB ist dasselbe 
nach 6 Jahrent 

Erkl. 150. Nach dem Gesetz der Zinses- 
zinsrechnung w&chst ein Kapital von 1 Mark 
in n Jahren bei p Prvzent an auf 



V ^ 100/ 



Mark. 



Siehe Kleyer, Zinseszinsrechnnng. 



Antwort. Das Kapital wachst 
an zu 

(l + jqq)' Mark =(1 + 0,05)'^ Mark 

- 1 -f (f ) 0,05 + @ 0,05* 

+ (^)0,05' + --- 

= l+60,Q5+150,05«+200,a-)' — 
= 1,3401 Mark. 



6. Ungeloste Aufgaben Uber den binomischen Lehrsatz. 



Aufgabe 396. Berechne folgende 
10 Binominalkoeffizienten: 



3 



(-^■'). C/) -^ (?) 



Aufgabe 397. Entwickle nach 
dem binomischen Lehrsatz: 

{a + 6)-2 und {a — b)-\ 



Aufgabe 398. Ebenso 
Aufgabe 399. Ebenso 



(a^+l)\ {m' + n^\ Vl + a — a- 
Aufgabe 400. Ebenso 

4 4 

Aufgabe 401. Ebenso 

(1 + Jc^y/* und {p^ + q^'K 



Ungeluste Aufgaben iiber den binomischen Lehrsatz. 
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Aufgabe 403. Ebenso 

(1 + x)\ (a — b)'i' und (c + 6)' «. 



Aufgabe 403. Ebenso 

(a + *)-''', (/n-n)-''% (1 
und (1 + X)- ■'' . 

Aufgabe 404. Ebenso 
1 , 1 



jc)- ■/. 



und 



I 



Aufgabe 405. Ebenso 



/1-yi— Jf 



'-'M 



+ ;c->^r^ 



\ 



Aufgabe 406. Berechne nach dem 
binomischen Lehrsatz: 

flfil, yi700T, f0,99, 1^,999. 



Aufgabe 407. Ebenso 



3 



Aufgabe 409. Ebenso 

5 5 

y0,98 und /l,03. 
Aufgabe 410. Ebenso 

/26, yee, rio2, ys, i^ und ygeo 



Aufgabe 411. Ebenso 

S 3 3^ 3 

}l26, y730, y34i und ^5829. 



Aufgabe 412. Ebenso 

4 4 



^626 und }'1295. 



Aufgabe 413. Ebenso 

5 6 7 

y'sT, y63 und yi31. 
Aufgabe 414. Ebenso 

2 3 4 5 

yi,5, |/2, ]^ und y4. 



yi,003, yi,0004, y0,98, y0,9997. Aufgabe 415. Bestimme den Wert 



Aufgabe 408. Ebenso 



4 



von 



1 — yi— JC 



f iir x = durch 



y0,9 und ]X2. 



Reihenentwicklung. 



Ylll. Die Exponentialreihen. 



I. ErISuternde Fragen mit Antworten iiber Exponentialfunktionen 
und Exponentialreihen. — Entwiciclung derselben. 



Frage 203. Was ist unter einer 
Exponentialf unktion zu ver- 
stehenf 



Antwort. Unter einer Exponen- 
tialf unktion verstehen wir eine 
Grofle von der Form 6*, in welcher 
die Basis b eine konstante Zahl 
vorstellt, welche gn>^^er als die Ein- 
heit sein soil, wahrend der Exponent 
X eine unabhangige Grofie ist. 
Beispiele von ExponentialgroBen 
sind 2*, 10*, n* usw. 



Frage 204. Wie laBt sich die 
Exponentialf unktion b* in eine nach 
ganzen positiyen Potenzen von x 
fortschreitende Beihe entwickeln? 



Antivort* Wir wollen annehmen, 
es sei moglich, b* in eine Potenz- 
reihe zu entwickeln, und setzen: 

b' = a^ + ayX + a^x^ + a^x^ -\ 

Fur JC = f olgt b^==a^; da aber 
b^ jedenfalls = 1 ist, so muB auch 
flo = 1 sein, und wir haben ein- 
facher: 

1) 6* = 1 -f a^x •*- a^x^ + flgjc* H — 

Jetzt miissen die Werte der 
Koeffizienten fli, flji ^ usw. er- 
mittelt werden. Wir beniitzen hie- 
zu den Satz aus der Potenzlehre, 
daB b* ' b^ = b^ oder umgekehrt, 
daB 

2) b^=-(b^y 

ist. 

Aus unserer Annahme 

Zr* = 1 + fli JC + a, jc« + flg jc' H 



ErlUuternde Fragen mit Antworten. 
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folgt, wenn wir x durch 2x er- 
setzen: 

b^= 1 + fli(2Jc) + fl2(2Jc)2 ^ fl^(2jc)H -^ 

oder 

3) A" = l + 2fliA: + 4fl2JC« + 8^JC» + 16fl4-^*H 

Femer folgt aus obiger An- 
nahme nach Aufgabe 326, daB 

4) ib'y = (l^a,x + a^x^ + a^x^+ a,x^ + ...)«=! + 2a,x + (2fl, + a,^)x^ 

+ (2fl8 + 2a, a.)x^ + (2^4 + 2fli a» + fl^*)-^* H 

Da nach No. 2 die rechten Seiten 
von No. 3 und No. 4 iiberein- 
stimmen miissen, so erhalten wir 
jetzt: 

1 + 2fliX 4- 4fl,j:2 + SflsJf*' + 16^4 JC* H = 1 -h2fliJC + (2^2 + ^i')-^* 

+ (2a, + 2flifl2)-^' + (2^4 + 2fli fl3 + (h')x* -\ 

Nach dem Satz des Cartesius 
miissen nun die Koefflzienten der 
gleich hohen Potenzen von x auf 
beiden Seiten iibereinstimmen; dies 
lief ert die ^leichungen : 

808 = 2^3 + 2^i<h 
16^4 = 2^4 + 2ai fla + di^ 
usw. 

Daraus erhalten wir jetzt: 



a^ = 



1-2' 



a» = 



a. 



s 



1-2 -3' 



c* 



KrUl. 151. Die Kon verge nz der Reihe 

-r ^ -r 2! ^ 

ist in der Aufgabe 81(5 nachgewiesen 
-^vorden- 

5) 6* = 



''*==1.2-3-4"'''' 

Wir konnen demnach alle Koeffl- 
zienten Oty fls, ^4 . . . in fli aus- 
driicken; a, selbst ist unbestimmt, 
was uns nicht wundem darf, weil 
wir liber den Wert der Basis b 
noch keine Bestimmung getroffen 
haben. 

Schreiben wir jetzt c statt ^i, 
so folgt: 

r;c {cxy {cxy {cxy 
"^ 1 "*" 2! "^ 3! "^ 4! '^ 
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Die Exponentialreihen. 



EskJ. 152. Die 

unendlichen Reihe 

1 



Konvergenz der 



^ 1!^ 2!^ 3!^ 



ist schon 


in der Aufgabe 315 nachgewiesen 


worden, 








Erkl. J 


153. 


Es ist 






1 


= 1 






I 
1 


— 1 






1 
2 


= 0,5 






1 
3! 


= 0,1666666... 






1 
4! 


— 0,0416666 . . . 






1 
51 


— 0,0083333 . . . 






1 
6! 


— 0,0013888 . . : 






1 
7! 


- 0,0001984 . . . 






1 

8! 


= 0,0000248 . . . 






1 
9! 


— 0,00(X)027 . . . 






1 
10! 


- 0,0000002 . . . 




Daraus 


f olgt : 




'^i. 


2! 


-h...jj^, 2,718281. 



Hier hangt der Koeffizient c von 
der Basis b ab, und er andert sieii 
mit der letzteren; seine Beziebuug 
zu b laQt sich einfach feststelleu. 
Da namlich die Reihe No. 5 fiir 
jeden Wert von x gelten muB, so 
setzen wir a: = und finden : 



8 



Diese Beziehung ist aber ganz un- 
geeignet, um aus einem gegebenen 
Wert von b den zugehorigen von 6' 
zu berechnen. Wir drehen jetzt 
die Sache um und weisen darauf 
bin, daB jedem Wert von c ein 
ganz bestimmter Basiswert b ent- 
sprechen muB, weil die Reihe No. f5 
konvergiert; es muB demnaeh aucL 
eine Basis geben fiir den Wert 
r=l; bezeichnen wir diese 
Basis mit ^, so folgt: 



7) e = \A-^ -V- + * +-^ 



.Ai'57 



Die numerische Berechnung ergil)t 
auf 12 Dezimalen: 

8) c = 2,718 281 828 469 \j :> 

Geben wir nun in der Reihe No. 3 
der Basis b den speziellen Wert € 
und setzen den zugehorigen Wert c 
gleich 1, so erhalten wir: 



»«-'+ii+v;+i!+- 



.V5H 



Diese Reihe heiBt die natiirliche 
Exponentialreihe; nach 
Aufgabe316konvergiertdieselbe 
fiir jeden beliebigen Wert 
von JC, d. h, fiir jedes x. 
zwischen — OO und -}- OO. 

Wahlen wir die Zahl e zur 
Basis eines Logari thni e n- 
systems, des sogenannten natiir- 
liche n Logarithmen systems, 
und bezeichnen den natiirliehen 
Logarithmus einer Zahl z 
mit Iz^ so muB die Basis e mit 
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der Zahl Iz potenziert, die Zahl z 
lief em; d. h. es muQ sein: 

10) z=^e^'. 

1st lb der natiirliche Logarithmus 
der Zahl A, so muB nach der vorigen 
Definitionsgleichung : 

11) b = e^^ 

sein und somit auch: 

12) b'' = (e^^y = e^^K 

Nach No. 9 ist fiir jede Zahl Xi 
die Reihe giltig: 

nehmen wir hier x^ = xlb, so gelit 
sie iiber in: 



^'' = i + Yj + 



xtb , (xlby , (xlbY 



2! 



+ 



3! 



+ 



Unter Beriicksiehtigung von No. 12 
folgt jetzt: 



13) ^^ =1+ jj +- ^^- + -^-+.-^-^ 



Jkseo 



Setzen wir jetzt noch ^ = 1, so 
erhalten wir die wichtige Reihe: 



14) b = 






2! 



3! 



4! 



^«61 



Erkl. 154. Mittelst der Kefhe No. 14 
kimnen wir zu einem gegebenen natiir- 
iiehen L*ogarithinus lb die zugehorige 
Zahl b berechnen ; fur lb -- 2 z. B. er- 
halten wir: 

. 2 2- 2-' 2^ 

= 7,38905; d. h. es ist 
7.38905 = eK 



Vergleichen wir No. 14 mit No. 6, 
so ergibt sich C'=lb'^ d. h. der in 
No. 6 noch unbestimmt ge- 
bliebene Koeffizient c ist der 
natiirliche Logarithmus der 
Basis b der Potenz 6', welche 
als Ausgangspunkt der ganzen Un- 
tersuchung angenommen worden ist. 



Fraff^ 206. Wie geschiebt nun 
der tj bergang von den n a t ii r - 
lichen Logarithmen zu den 
ireineinen Logarithmen? 



Antwort. Die gewohnlichen 
Oder gemeinen Logarithmen 
haben als Basis die Zahl 10; unter 
dem gemeinen Logarithmus der 
Zahl z ist also die zweite Zahl 
log z zu versteheu, rait welcher 10 
potenziert werden piuB, damit der 
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Erkl. 155. Kennt man 

loge^ /(7^ 2,71828 = 0,4342945, 

80 l&fit sich mittelst der Reihe No. 19 zu 
jedem ge-ge ben en Logarithm us die 
zngehdrige Zahl berechnen ; fur 
logb = 3 wiirde folgen : 

* ^ ^ "*" 0,43~ . "^ 2T \(),437TT/ "* 

= 1 -j. 6,91 + 23,86 + 54,93 -|- 94,87 

4- . . . = 1000 

Man sieht, daC die Reihe anfangs stark 
steigt, um sp&ter zn fallen. Das 10i| Glied 
ist =68,17; das 15tc noch =2,98. Znr 
praktischen Berechnung eignet 
sich diese Reihe No. 19 nicht. 



Wert der Potenz =z werde, oder 
es muB sein: 

z = 10^^' 
also ist audi 

15) 6 = 10^^* 

^=10'««' und 

16) Zr = ^'* = (10^')'* = 10'*'^'. 

Aus No. 15 und No. 16 erhaltea 
wir 

17) logb = lb'log€, also 

logb 



18) lb = 



log e 



Setzen wir diesen Wert ein in 
die obigen Beihen 13 und 14, so 
folgt: 



1Q^ /,_! 1 1/^^n . 1 {Mby,l {log by 
19)A-l+-j(^^^-j + 2v(^^^j +3!W^j + 



und 



1 /jci^by 
3! V iog« ) 



;i>- I 



.V2f6 



Nach den Aufgaben 315 und 316 
konvergieren die Exponential- 
reihen No. 14, 13, 19 und 20 fiir 
jeden Wert von x zwischen 
— OO un I + OO. 



Prage 206. Wie laBt sich der 
Wert von der Zahl e nach dem 
binomischen Lehrsatz finden! 



Antwort. Wir berechnen uacli 
dem binomischen Lehrsatz: 



O+0"-'+©-+©r.+©j-: 



= i+j + 



X . nin — 1) x^ . n(n — l){n — 2) x' 



•2 n'^^ 1-2- 



n' 



,+ 



X /J — I x'^ , z^ — 
^ + 1+ n 'l-2^~n 



1 n — 2 x^' ^ 
n i-2-3^ 



->+f+o--^)i;+o-i)(-^)-3:+ 
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Erkl. 156. Es wird: 



+(-;)(-4)-.':- 



Z. B, gibt /I =10: 



9 1 



9 8 1 



l,lt« = 2 + -j-^.y-|-j^.-^.-g 

"^ iO ' 10 ' 10 ' 24 "^ * 
= 2,6937. 

Pemer erhalten wir f iir n = 100 : 

(1 \|0Q 



fiir /I = 1000 : 



(» + i) 



lOoO 



^ "*" lOOoJ "" l,<>01tooo = 2,71706; 
fur n= 10000: 

I \ lOOOO 



( 



1 + m^) = 1.0001 '•»•• = 2,71828 
Wir sehen, es n&hert sich der Bmch 

fur ein ins Unendliche wachsendes n einer 
bestimmten Grenze ; dieser Grenzwert e ist 
= 2,718281 . . . 



Lassen wir jetzt n unendlich 
groB werden, was wir links durch 
das vorgesetzte Zeichen Limes an- 
deuten, so folgt, weil rechts die 

12 3 

Briiche 1 , 1 , 1 usw. 

n fi n 

alle den Grenzwert 1 erreichen: 

21) Limes (1 + ^)"=!+ J+J* 

+ 3J+4-J + --- 

Setzen wir jetzt noch Jf=l, so 
folgt : 

22) Li^es (l + ^)=l+ri + 2i 



/i = oo 



1 



+ 51+**' 



Vergleichen wir No. 22 mit No. 7, 
so erhalten wir den 8atz: Die 
Zahl e ist der Grenzwert des 

Binoms (1+ j fiir /2 = OOoder 

es ist: 

23) Limes (\-\--X = e . .Mm 

Ferner gibt die Vergleichung von 
No. 21 mit No. 9 den Satz: Der 
Wert der Potenz e* ist der 

Grenzwert des Binomsn + ~) 
fiir n = 00 oder es ist: 

24) Limes (l + ^y=e\.M64. 



Frage 207. Zu welcher Art von 
Zahlen gehort die Zahl el 



Antwort. Da 



^ 1 ^l-2^1-2-3^1-2-3-4~ 
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ist, so folgt: 

^^1 ^1-2^ 1-2 -2^1 -2 -2-2^ 
. Oder 

^<2+}+(i)+(i) + •-><^- 

e<S, 

Erkl, 167. Es ist: Hienach ist e eine zwischen 2 

1 /i\' /i\' 1 — (*M* , ^^^ ^ liegende Zahl. Nun gibt 

2 ■*" \ 2 / "^ V^/ +•••= 1 — V ~'^' ^s zwei Moglichkeiten: entweder 

laBt sich der Wert w, um welchen 

e die Zahl 2 iibersteigt, in der 

n 
Form eines echten Bruches - dar- 

stellen, in welchem p und g ganze 
Zahl en vorstellen und p<C(f ist, 
oder diese Darstellung ist nicht 
moglich, und der genannte Wert 
kann nur in der Form eines un- 
periodischen unendlichen Deziuial- 
bruches angegeben werden. 

Wir wollen untersuchen, ob 

g 

w == — - sein kann; es muBte werden: 

11 1-2^ 1^2-3^ ^1-2... 10^ 1-2... 11 ^1-2... 12^ 

Wir multiplizieren mit 11 ! dureh 
und bekommen: 

8 . 10! = (3 • 4 . . . 11) + (4 • 5 . . . 11) + • • 11 + 1 + ^+ -j^^-,3 

"^121314"^ 

Hier ist 8 10! eine ganze Zahl, 
welche wir mit z bezeichnen wollen; 
ebenso ist 

(3-4...11) + (4-5...11)H hU + l 

auch eine ganze Zahl, welche Zi 
heiUen soil. Zu der letr.teren addiert 
sich nocli rechts der Ausdruck: 

Erkl. 158, Die.ser Beweis von der -i -i -i 

Irrationalitat der Zahl e wurde ^egeben /? = -U _|_ - -I • 

von Stainvillo. 12 ^ 12 • 13 ' 12- 13-14 ^ 



1^<»jBk tmsT. 
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1 I 1 I 1 

12 "^12 -12 12 IS- 12 



■ I' m • « • ', ^ " J I 



Sein Wert ist jedenfalls kleiner als 

oo 

1 " V12/ ^1^ 12 ^J_ 

12 11 11" 



12 



-(4) 



Da also z = Zi-\- a und a kleiner 
als 1 ist, so wUrde die ganze Zahl 
Zi, vermehrt um einen echten 
Bruch dy die ganze Zahl z liefern; 
dies ist aber unmoglich. Somit ist 
unsere Annahme, daB 



e=2 + 



8 
11 



sei, zu verwerfen; bei einem andem 

718 
Bruch fiir H' z. B. = ^^ wiirde sich 

bei der namlichen Beweisfiihrung 
die Unmoglichkeit dieser neuen 
Annahme herausstellen. Wir schlie- 
Ben daraus, daB die Zahl e sich 

nicht in der Form 2-\ — darstellen 

laBt; somit ist die Zahl e 
irrational wie die bekannte Zahl 
7t = 3,14159 . . . 



2. Geloste Ubungsbeispiele iiber Exponentialreihen. 



Aufgabe 416. Wie heiBt die 
Eeihe fiir e-*1 

Erkl. 159. Der Leser versuche das 
Kesultat aaoh zu gewinnen aus 



e~' — — = 



1 



1 J. * j_±. A.t. J 

^ 1 ^2!^3!^ 



durch wirUiche Division. 



Atiflosiing. Es ist fiir jeden 
endlichen Wert von J^: 



xr- 



Nehmen wir jetzt J^i = — x an, 
so folgt: 



25) .-^ = 1--^+-- 



3! 



JC^ 



4.___ J 



Haas, Der binomliche Lehriatt. 



19 
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Aufgabe 417. Entwickle die Funk- 
tion o(^*"t"^^*) ^^ ®i*^® Reihe. 



Auf losiing. Aus No. 9 und No. 25 
gibt die Addition 



i( 



''+^')-'+f,+$+f<+~ 



Aufgabe 4l». 


Jlibenso x\ 

Auf losung. Nehmen wir in No. 13 
b — X an, so erhalten wir die Beihe: 




"^ ^+i!+ 2! + 3! + •• 


Aufgabe 419. 
5 Dezimalen. 


Berechne ^'* atdP 

Auflosung. E8 wird; 




^ 1 ^ 21 ^ 3! ^ 4! ^ 5! ^ 




— 1 




0,5 




0,126 




0,02083 




0,00260 




0,00026 

• ■ • • 




e^li — 1,64869 . . . 



Aufgabe 420. Berechne durch 
die Exponeotialreihen die Zahl b, 
deren natilrlicher Logarithmus 
0,1 ist. 



Auflosung. Nach No. 14 er- 
halten wir, da to ^0,1 ist: 



b = 



1^0^ + 0,1* 0,1» 0,1" 

' 1 ^ 2! ^ 3! ^ 4! ^ 



= 1 
0,1 
0,005 
0,000167 
0,000004 



= 1,105171. 



Geldste t^bungsbeispiele tiber Exponentialreihen. 



2^ 



Aufgabe 421. Berechne ebenso 
die Zahl 6, deren gemeiner Lo- 
garithmus =0,1 ist. 



1^ 

10' 



so hat 



Erkl. 160. Da hier logb = 

man aach 

10 _ 

b = io*/«» = Vio 

Eine zehnstellige Logarithmentafel liefert 
zu log b — 0,1 die Zahl 6=1,25893. 



Attflosung. Nehmen wir in 
No. 19 ^S^=^^r^ an, so wird: 

^^ = _ViO-=== 1 =0 23026' 
loge 0,43429 4,3429 ^^^^^^> 

daraus leiten wir ab: 



* = 



l + ^.0,23026 + |j 

1 

0,23026 

0,02651 

0,00203 

0,00012 

0,00005 



0,23026* + |j • 0,23026» + 



* = 1,25897. 



Aufgabe 422. Welchen Wert er- 
halt der Ansdruck fiir Jf=Ot 



Erkl. 161. Es wird 

^ - = l,0ol7 

/lO 



^/lOO — 1 



V' 



100 



= 1,005 



clwao — — 1 

— = 1,0004 usw. 



v 



1000 



Man sieht daraus, dafi wenn der Nenner 
= O wird, der Brach den Wert 1 erh&lt. 



Auflosimg. Fiir JC = wird^* = l 
und e* — 1=0; es erkalt demnach der 

Bruch die Form tt. Im allgemeinen ist 

der Wert des Bruehes ^ nnbestimmt; 

im vorliegenden Fall trifFt dies 

e* — l 
nicht zu; lassen wir in den 

Wert der Veranderlichen x sich 
der Null nahern, so nahert sich der 

e* — l 



Wert des Bruehes 



— einer be- 



stimmten Grenze, die dann erst 
erreicht wird, wenn x wirkUch 
zu Null geworden ist. — Zur Er- 
mittelung dieses Grenzwertes 
entwickeln wir zuerst e^ in die be- 
kannte Reihe No. 9 und erhalten: 



' 1-1-— + ^ + — -I >— 1 

— 1 1^1! ^2! ^3!^ I I . X . x^ . x^ . 

X x 1!^2!^3!^4!^ 
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Piir JC = folgt jetzt: 

Limes = Y = 1 . . .A2 65. 

05 = -^ ^ 



Aufgabe 423. Welchen Wert er- 

u-ix A Ti u 5* — 1 -.. ^ ^. Auflosung. Wie im vorigen Bei- 
halt der Bruch —~ fur ac = Ot ^^^^^ ^^^alt fiir .^ = der Bruch 

die Form — ; wir entwickeln daher 

5^ nach No. 13 in eine Beihe und 
bekommen: 



-1_1 "^ 1! "^ 2! "^ o. -r 



= '^ + -2T-+'-3!~ + 



1 



dies liefert fiir x = 0: 

Limes ^^^^ = /5 • = 1,60944. 
jc = ^ 



Aufgabe 424. Ebenso bestimme 

a* — b* 
den Grenzwert von fiir a: = 0. 

^ Auflosung. Es ist: 



I 



a 



L,xla(xldl\jxjbixlb^\ 
_\ ^ 1! ~ 2! ^ I \ ^ 1! ^ 2! ^ ( 



= la-ib + ^ |(/a)« - mj + |-j mr - HbA + . • • 

Daraus folgt: 

dX j^x 

Limes = la — lb . . *^S66 

x = ^ 



Aufgabe 425. Welchen Grenzwert 

1 Auflosung. In Frage 206 ist ge- 

erhalt (1 + 5)^ fiir 5 = 01 zeigt worden, daB 



Limes (l + — | =^ ist. 
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Setzen wir jetzt — = ?, so wird 
/i = y und fiir /i = 00 wird 



= 0; 



oo 

somit mufi werden: 



Limes (1 + ?)^=^. 



Aufgabe 426. Desgleichen fiir 

0+0" ■ 

Tireiin /i = 00 angenommen wird. 
(Siehe Frage 206). 



Auflosung. In 

Limes ( 1 + — i = ^ 

(siehe oben) nehmen wir — = -, also 

y = -; wenn wir nun den Wert von 
n unendlich groB werden lassen, 
so wird mit — aueh y unendlich 

X 

groB, daher muB sein: 

Limes (l + ~l* = ^, 

somit wird: 

Limes (l-\--Y = e\ 



Aufgabe 427. Wie groB wird 
ein Kapital von a Mark, welches 
zu p % ausgeliehen ist, in ^ Jahren 
durch kontinuirlicber Ver- 
zi nsung? 



Auflosung. Wenn a Mark bei 
p 7o so ausgeliehen werden, daB 
der Zins in jedem n^J^ Teil des 
Jahres kapitalisiert wird, so wachst 
es in y Jahren an auf die Snmme 



-< 



1+ 



«100 



r 



Die kontinuirliche Verzinsung tritt 
ein fiir n = oo; wir haben also zu 
berechnen : 
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vn 



vn 






denn wenn /z = 00 wird, ist dies 
auch der Fall mit der Zahl ^n; es 
kann demnach die Formel der 
vorigen Auf gabe angewendet werden 



yp 
mit r^ statt X. 



3. Ungelfiste Aufgaben. 

Aufgabe 428. Beweise, dafi die Aufgabe 431. Bestimme den 

nhe f iir b* der Bedingung ^ . e* — 1 •.. ^ , 

bx.i,y = l,x+j Grenzwert von ^^^^y twr x = l. 



genligt. 

Aufgabe 429. Beweise die Irratio- j^^f ^^ ^, E^enso von ^' 

nahtat der Zahl ^ allgemein, indem x—y 

e=~ angenommen wird. 

Aii%abe 430. Wie helBen die Aufgabe 433. Zu welcher Summe 

Beihen fiir wachsen 100 Mark in 20 Jahren 

L L L an bei 4Vo, wenn angenblickliche 

^', fl*, jc*t Verzinsung angenommen wird! 



IX. Die logarithmischen Reihen. 



I. Eriftuternde Fragen mit Antworten Uber Logarithmen und 
logarithmische Reihen. — Entwicklung derselben. 



Frage 206. LaBt sich der Loga- 
rithmus einer unabhangigen 
veranderlichen Grofie x in eine 
nach ganzen positiven Potenzen von 
X fortschreitende Beihe entwickelnt 



Antwort. Bezeichnet Ix den 
natiirlichen Logarithmus der Zahl x^ 
so miiB x==e^ sein ; f iir x = f olgt 
= ^-*, und fiir Je = l folgt 1 = ^, 
d. h. es rist /O = — OO und /I = 0. 
Nehmen wir nun an, es lasse sich 
Ix in eine konvergente nach x fort- 
schreitende Potenzreihe entwickeln, 
so daB man hatte: 

lx = ao + aiX + a^x^ + asX^'] 

so miiBte JC = gesetzt, folgen: 

/O = flo; also cIq = — OD 

und f iir x = l: 

/I = flo + ^1 4- ^ H , also 

= — co + fli + a,H 

Man sieht leicht, daB keine kon- 
vergente Potenzreihe diese zwei 
Bedingungen erfiillen kann; es ist 
hienach unmoglich Ix in eine 
Potenzreihe zu entwickeln. 
Was wir hier fiir Ix gefunden 
haben, behalt seine Giltigkeit auch 
ftkr den gemeinen Logarithmus, 
iiberhaupt fiir den Logarithmus 
von jedem System, dessen Basis 
eine Zahl groBer als 1 ist. 

Aus diesem Grunde suchen wir 
jetzt eine Reihenentwicklungfiir den 
Logarithmus des Binoms 1 -j- -^^ 
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Frage 209. LaBt sich der Loga- 
rithmus der Zahl 1 + JC in eine 
Potenzreihe entwickeln, wenn die 
Basis des Logarithmensystems be- 
liebig gedacht ist? 



Antwort. Nehmen wir an, as sei 
moglich log (1 + x) in eine konver- 
gente Beihe 

zu entwickeln, welehe fiir jeden 
Wert von x Giltigkeit hat, so folgt 
fiir JC=0 /t)^l =ao; somit muB 
jedenfalls, weil log 1 = ist, flo=0 
sein, also wegf alien, so daQ wir 
haben: 

log{\+x)--^a^x+a^x^'\-a^x^-^' 

Nun fragt es siGh, ob die Koeffi- 
zienten fli, flj, (h nsw. sich so be- 
stimmen lassen, daB die Beihe rechts 
mit log (1 + x) identisch wird. Nach 
den Gresetzen iiber die Logarithmen 
muQ 

log{X-^xy = 2logiX + x) 

sein; ist also: 

1) log(X + x) = a^x + a.x^+a^x^+'' 

so muB die Bedingung erfiillt 
werden : 

2) log{l-\-xy = 2a^x + 2a^x^ + 2a^x^-^' 

Andererseits hat man wegen 

(1 + jc)2 = 1 -f 2JC + JC^ = 1 + (2jc -4- x^) 

indem man in No. 1 2X'\-x^ 
an die Stelle von x setzt: 



log{l + xf = a^{2x + x^) + a^{2x + x^y + a^{2x + x^r + • • • 

Oder 
3) log (1 + xf = 2fli JC + (fli -f 4fl2) JC^ + (4fl2 + 8^3)x^ 

+ (02 + 12fls+ \&a^)x^ H 

Wenden wir jetzt auf No. 2 und 3 
das Gesetz der Koefflzientenver- 
gleichung an, so erhalten wir: 



Erkl. 162. Es ist: 

(2jc -h Jt«V = 16jc* -f 32jc« -f 24;c« -f 8jc' -f jt* 



4^2+ 8^3 = 2(h 
<h + 12^3 4- 16^4 
usw. 



= 2^4 
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D&her: 

=fl,(2x4-x^aa(4x«+4x«4-x<)-f-a8(8x»+12**4-««*-|-«*) 



Dies liefert: 



(h 



1 

ax 



fl« = 



a. = 



6 ^3 ' 



14 



(02 + 12^3)=— ;^«i 



usw. 



Hiemit geht No. 1 iiber in: 
Oder in 



•i) 



/^^(l + J^) = fli(jf-|^+3'-f H ) 



Wir sehen, daB hier der erste 
Koef fizient a^ unbestimmt geblieben 
ist. Dies hat seinen Grand darin, 
daB wir bei unserer Entwicklung 
ketn bestimmtes Logarithmensystem 
gewahlt haben; was wir bis jetzt 
gefunden haben, gilt ganz allgemein 
fiir alle Logarithmensysteme; es 
muB deshalb in der Reihe rechts 
notwendig eine GroBe fli auftreten, 
welche erst dadurch bestimmt wird, 
daB man zu einem ganz bestimmten 
Logarithmensystem, z. B. zu dem 
natiirlichen oder dem dekadischen 
iibergeht. 

Schreiben wir nun in No. 4 M 
statt ^1, so lautet unser Ergebnis: 



5) UgiX^x) 



= u\.-\ 



r^ + r^-4-^^ + 



.... Mm 



Der Faktor M hangt, wie wir 
eben ausgefiihrt haben, von der 
Wahl der Basis ab, und heiBt der 
Modulus des Logarithmen- 
system s. 

Die Beihe No. 5 wird logarith- 
mische Beihe genannt. 
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Frage 210. Wenn wir jetzt ein 
bestimmtes Logarithmensystem, 
dessen Basis die Zahl b ist, zu Grunde 
legen, in diesem Logarithmensystem 
den Logarithmus der GroBe 1 + a: 
mit logif (1 + JC), und den zugehorigen 
Modulus mit Mt bezeichnen, wie 
laBt sich dann die GroBe von Mb 
bestimmen? 



Ant wort. Aus No. 5 folgern wir: 
logtil + x) 



Ml 



''-h'^h'-b'+ 



Dividieren wir beiderseits mit x 
durch, so erhalten wir: 



logt(l + x) 



=^.{i-i 



x+ 3**— 4*' + 



Fiir JC = folgt jetzt: 



Mt 



_ {logb (1 + JC) 



-( 



/jc = 0. 



Der Bruch rechts erscheint aber, 
da log 1 = ist, fiir JC = unter 

der Form j^, also ist sein Wert zu- 

nachst unbestimmt; doch laBt sich 
dieser Wert finden; wir schreiben: 



logt (1 4 X) 



logbiX^x)'-, 



setzen wir femer Jc = — u. — = /^, so 

n X 

wird fiir JC = die Zahl /i = oo; 

daher muB sein: 



T. logb{\+x) 

Limes = Limes 

JC = ^ n = oo 



iog.{i+iy 



Da aber noch Frage 206 (l + -j 
f iir /I = OO den Wert e erhalt, so folgt 

Limes logi, ( 1 |- - ) = log^ e; 



wir bekominen hiernach auch 
x = ^ 



Erl^uteiiide Fragen mit Antworten. 
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Oder es ist 

6) Mb = loffb e 



MG8 



d. h. der Modulus des Logarithmen- 
systems von der Basis b ist gleich 
dem Logarithmus der Zahl e in 
diesem Logarithmensystem. Hier- 
mit geht unsere logarithmische 
Reihe No. 5 iiber in 



7) logi, {i + x) = logi, e 



(x-lx^ 



+ 3-*» 



7*' + 

4 



) 



•^63 



Vrage 211. Welchen Wert erhalt 
der Modulus fiir das natiirliehe 
Logarithmensystem f 



Anturort. Im natiirlichen Loga- 
rithmensystem ist die Ba^is b =^e, 
daher 

8) Me = logee = le= 1. 

Hierdurch erhalten wir fiir die 
natiirlichen Logarithmen die 
logarithmische Beihe: 



9) l{l+x) = x-^x^+^x^-~x' + 



^70 



Frage 212. Fiir welche Werte 
von X konvergiert die logarith- 
mische Beihe? 

Elrkl. 163. Aus der Konvergenz der Heihe 

fiir <[ JC <[ + 1 kann die Konvergenz der 
Reihe 

innerhalb des gleichen Gebietes sowohl 
aus dem Satz der Frage 175 als auch ans 
dem Satz der Frage 178 gefolgert werden. 
— Dafi die letzte Keihe auch fiir alle 
Werte von x zwisohen — 1 und konvar- 
vergiert, kann leicht bewiesen werden. Wir 
nehmen an, dafi — 1 <[ jc <" sei, und setzen 
X = — Xi ; dann ist < Xj < + 1 und wir 
erhalten : 

X* x» x^ _ (— Jfi)' 

' 2 "^ 4 '4 "^ V -^i) 2 ' 



{ 



= -^i+-^- + 



3^4 ^ "f 



Antwort. In Aufgabe 314 wurde 
uachgewiesen , daB die Beihg 

x^ . x^ 
Jf + o + o" "^ • • • konvergiert, fiir 

0<CJ^<I1; daher konvergiert nach 

Frage 178die Reihex— ^ +- — .,, 

fiir alle Werte von x zwischen den 
Grenzen — 1 u. + 1. Fiir JC = — 1 
liefert die Beihe die Summe 

2 3 4 ••' 

2 3 ' 4 ^ • • 7 
Nach Frage 158 wird der Aus- 
druch in der Klaminer iinendlich 
groB; fiir x = — 1 zeigt liiemach 
die log. Reihe Divergenz. Nehmen 
wir jetzt noch JC = + 1, so erscheint 
die Summe 

t_l4.1_l + i_ 



= ._(, + i + i + i 
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Da die letzte Heihe konvergiert^ liefert 

einen endlichen negativen Grdiizwert, 
wenn x zwischen — 1 und gewShlt wird. 



von welcher in Prage 178 die 
Konvergenz bewiesen worden ist. 
ZusammengefaBtfoIgt also derSatz: 
Die logarithmische Reihe 

/(i+^)=^-f+f-f+- 

konvergiert fiir 

— 1<JC< + 1. 



Aufgabe 434. Welches ist der 
Grenzwert der unendlichen Reihe 

2 3 4 ^* 



AuflSsung. Setzen wir in der log. 
Reihe JC = 1, so wird 1 + JC = 1 + 1 
= 2 und 

/2 = 1-4 + 4 — 4 + ••• = 0,6931. 



3 



i+ 



Frage 213. In welche Reihe geht 
die logartthmische iiber, wenn x 
durch — X ersetzt wird? 



Antwort. Wir schreiben die log. 
Reihe in der Form: 



r2 



i3 






y 



+ 



Fiir y = — X erhalten wir jetzt: 



10) HX—x) = — x 



X' 



X 



3 



x" 



2 3 4 



Diese Reihe ist nur noch konver- 
gent fur JC < 1 ; f iir JC = + 1 liefert 
sie logO = — CX); sie dient zur 
Berechnung der natiirlichen 
Logarithmen aller Zahlen 
von bis 1. 



Frage 214. Wie laBt sich die 
Reihe No. 10 umandem zur Be- 
rechnung der Logarithmen der 
Zahlen iiber 1! 



/ 



Antwort. Wir leiten aus No. 10 
ab: 

2 
Oder 

1 



-^— = 11^1(1— x) = 0^(-x~^-^~ ) 

1 — jc V 2 X / 



11) / 



x=^+2 + 3 + 



Eiiauternde Fragen mit Antwoiten. 
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Da der Bruch r einen Nenner 

1 — ;c 

hat, der kleiner als 1 ist, so iiber- 
steigt sein Wert die Einheit; daher 
konnen wir setzen: 

zr- = 1 + -2^ Oder x = — : -, 

1— JC -2^+1 

WO z jede beliebige positive 
Zahl sein darf. Die Formel No. 11 
geht damit iiber in: 



12) ,a + „ = K.j^)+l.(^)*+|(;fi)* + - ^72 



Mit dieser Formel (12) 
konnen jetzt die natiirliehen 
Logarithmen aller Zahlen von 
1 bis OO berechnet werden. 

Zur praktischen Berechnung 
eignen sieh aber die Formeln No. 10 
und No. 12 nicht, weil die be- 
trefFenden Beiheji zu langsam kon- 
vergieren und deshalb zu viel Glie- 
der ausgerechnet werden miissen, 
falls die Logarithmen bis auf eine 
groBere Anzahl von Dezimalen ge- 
nau gefunden werden sollen. Man 
bedient sieh daher zur praktischen 
Berechnung starker konvergierender 
Eeihen, welehe im Folgenden ent- 
wickelt werden sollen. 



Frage 215. Welehe Reihe erhalt 
man fur ^fur-' 



Antwort. Da 



13) / 



'l-+i='a+')+'(r-i) 

ist, so liefern die Reihen No. 9 
und 11 direkt: 






Das Konvergenzgebiet dieser Reihe 
liegt fiir x zwischen — 1 und + 1 
mit Ausschlufi der beiden Grenzen. 

1 + JC 

Nehmen wir nun --■- - =z. als 

1 — JC ' 
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z — 1 
X = — i^ , so geht die Ponnel 



^+1 

No. 13 iiber in: 



I 



>«-=Mf(Si)+i(^)"+i(Si)'+ ••}•■-- 



Diese Oleichung ist giltig fur jeden 
positiven Wert von^, dexm ftir 
x = — 1 wird ^ = und f iir 
JC = + 1 wird z = oo. Die Beihe 
No. 14 eignet sich namentlich 
fiir die Berechnung der natiir- 
lichen Logarithmen kleiner 
Zahlen. 



Frage 216. Wie konnen noch 
starker konvergierende Beihen 
zur Berechnung der natiirlichen 
Logarithmen erhalten werdent 



Antwort. Eine noch starker kon- 
vergierende Beihe erhalten wir, 
wenn wir in No. 13 die Substitution 

1 +JC n + z 

^ = machen, wo n und z 

beliebige positive Zahlen sein 

z 

soUen. Dann ist x=^- — ■. — und 



wir erhalten: 



2/1 + 2 






) '^ 5 \2n + z) + 



\ 



2n-\-z 



Oder 



15) «(M-L«) = I« + 2L „--,-- + 






H 



2n + 8 



y- 



1/— « -V 

5 \2n -t 8/ 



i 



^j?74 



Auch diese Reihe gilt fiir a 1 1 e 
positiven Werte von z, well x 
ein echter Bruch bleibt. 



16) ia + ») = 2 



-J 



Ftir n= 1 geht sie fiber in 



« 



l« + 2 



S \« +2 / ^6 \« + 2/ 



+ ^{~ 



J + 



I 



^575 



Vertauscht man in No. 15 die 
Zahlen n und z und wahlt dann 
/I = 1, so folgt: 



1^) ?(«4 l) = lB + 2 



i 



1 ,1 1 ,1 1 , 

(2 s'+'l '^ 3 ■ (2s -M)» "^ 6 ■ (2s + i)« "*" 

fiir 0<z<oo. 



} 



^7© 



ErlUnternde Fragen mit Antworten. 
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Setzt man endlicli noch in No. 13 

1 + x z^ ^ 1 

, also X = 



1 — JC z2 _ 1 
so erhalt man: 



2 22 _ 1' 



r2 



'2 



» ( 1 I 1 1 I 1 1 

i22»-l 3 (22» — 1)»"^5 (2z* — 1) 



:.+ 



u.darausfolgt: 



18) 



''=i{«'+" + '<'-"l+W.':r, + i«,.!.,-), 



+ i-r. 



6 (2 «* — !)« 



+ 



1 



M 77. 



fiir l<z<oo. 



Mit den Formeln No. 17 und 
No. 18 lassen sich jetzt die natiir- 
lichen Logarithmen samtlicher posi- 
tiven Zahlen berechnen. 



2. Berechnung der natiirlichen Logarithmen. 



Aufgabe 435. 
/It 



Welchen Wert hat 



Auflosimg. Bezeichnen wir /I 
mit X, so mufi nach der Definition 
der natiirlichen Logarithmen 1 = ^* 
sein; somit ist nach der Lehre von 
den Potenzen JC = 0, also haben wir 

/1 = 0. 



Aufgabe 436. Berechne 12 bis auf 
8 Dezimalstellen genau. 



Auflosung. Geben wir in der 
Formel Nr. 16 der Zahl z den 
Wert 1, so erhalten wir: 



12 = 



l3 ^ 3 3=^"^ 5 3^ 



-r ^ 37-r 



> 
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Nun ist: 



= 0,3333333333 



Erklarung 164. 

1 



= 0,3333333333 



^ = 0,0370370370 
3' 

J- = 0,0041152263 
3° 



1 
3 
1^ 
3» 



-, = 0,0004572474 
= 0,0000508053 



-^ = 0,000005645(» 



— ^ = 0,0000006272 
o 

-L = 0,0000000697 



3 



„ = 0,0000000077 



Aufgabe 437. 

Dezimalstellen 
werden. 



Es soil 12 auf 15 
genan bereclmet 



3- 3" 

1 
5-3« 



„ = 0,0123456790 



= 0,0008230453 



- g^ = 0,0000653211 
1 



9-3 



9 



= 0,0000056450 



-r^il = 0,0000005132 

11 • o 

^3.^311 = 0,0000000482 

. .r ~oi5 = 0,0000000046 
15 • 3 -^ 

^ -- = 0,000000000 5 
^ ' 0,3465735902' 

Somit erhalten win 

/2== 2 0,345735902 

= 0,6931471804 

Hierbei ist zu beachten, daB in- 
folge der Abrundungen bei der 
Division die beiden letzten Stellen 
nicht mehr genau sind; bis auf 8 
Dezimalstellen genau folgt aber 
sicher: 

' 12 = 0,69314718. 



Auflosung. Da 



ist, folgt 
/2- 



7/16 , ^25 ^81. 
^^4 + ^^24^^ 30' 



1 + -^ 
^ . 16 ^^31 

Da lemer z-= = -r-; 

15 ^ 1 

31 



^ 



%tat^. <JL^^/9 , oi.' 
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Erklftrung 165. Es ist 



16 _ 
15 " 

daher : 



2* 



25 



5« 81 



3* 



35' 24 2*. 3' 80 2* • 6 



/16\^ /25y /81\'__2*^ 5'o 
\ib) ' \2i) ' V80/ ~ 3' . 5^' 2»'^ . i 
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3* 2" . 6» 



2" . 3" . 6^ 
2" . 3" . 5»'> 



= 2. 



£i*kll^mng 166. Die Kegeln, welche die 
Alf^ebra iiber den Logarithmus eines Pro- 
duktes. eines Bniches, einer Potenz und 
einer Wurzel gibt, gelten ganz allgemein 
fur jede Basis des Logarithmensystems ; 
daher ist for die natiirlichmi Logarithmen: 

l{abc...) = la + lb + lc-^... 
l^ = lp-lq 

r Is 



Angewandt anf 



/16\' /26\' /81\»_ 



,ol.t/2 = 7/L« + 5/| + 8/S. 



25 

24 



1 + 



49 
49 



- u. 



81 
80 



1 + 



161 



1 — 



161 



ist, so liefert die Formel No. 13: 
16 



/ 



15 



=2{i-+A,+ > 



131 ' 3-31' 

+ 



5-31' 



7-31'^ j 



= 0,064538521132571 



^24 ^ 



49~3-49»^5-49» 



4- 



/ 



= 0,040821994515256 

80 U6l~3 161*^ j 
= 0,012422520018556. 

Daraus folgt: 

/2 = 0,693147180559945. 



) 



Erklftrong 167. Der Leser wird gebeten, 
die Berechnung der 3 Reihen ^7 + 5 — ^-r-i 



-f- • . • u. s. w. auf 6 Glieder durchzuf iihren ; 
am einfachsten verwandelt man^^ in einen 
Dezimalbrdi;%(ii^i^' 16 i l^ielle^^'^dfeS^i 'gibt 
durch IjMli^Ti' fop^,, ^1 '■ ^4u> Nf^rt ypn ^j^; 

icher Weise f bl« dann -r— = u. s. w. bis 



in gleicher 
1 



31» 



31» 
10:(:/* 111 » > 

; hierauf bildet man / 7^ u. s. w. 

I • ■ ' '^^ 



i>!ni 



III)/ hI'I'T// Mid 

AufgabefH 438. r;SBeM3hne auf 

I'll// iimiIjwIt) '-innijf) 



.ur[Kw)>^.8L'L'IiKi!JM' 



f:\ 






I, 












Auflosiing. Wir setzen in der 
Formel 17 fiir 2^ den Wert 2 ein 
und erhalten: 



^ ^^ 2l5^3 5»^5 b'^ I 



HaaSf Der binomische Lekrsatz. 



20 
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Erkl. 


1H8. 






1 


^0,2 




1 
5^ 


= 0,00& 




1 
5^ 


r - 0,00032 




1 
5' 


^ 0,000012^ 




1 

5-' 


= 0,000000312 




1 


— 0,0000(XX)2048 



Nun ist: 



5 



3 • 5-^ 
1 



= 0,2 



= 0,002666667 



5-5 
1 



~. -- 0,000064000 



7 -a 



j = 0,00(t001829 



I 



1 



- = 0,0(KM)0OO57 



U-; 



nr -- 0,000000002 



0,202732555; daher 

- (5 + 3 .^5^^ + 5:V "^ • • •) = "'*"54651 10 

/'2 = 0.0931471 81, soniit 
/3= 1,098612291. 

Wegen der Abnindungen bei der 
Division ist. hier die letzte Dezimale 
ungeuau, wir lessen sie daher 
weg und nehmen auf 8 Dezimalen 
genau : 

/3 = 1,09861229. 



Aufgabe 439. Es soil /3 anf 
15 Dezimalstellen genau berechnet 
werden. 



Auflosung. Wir nehmen 
o /16\" /25\* /81\' 

^ \lb) WW 

und rechnen: 

Die Werte von 

,16 25 - ,81 
'i5' '24 ""** 'so 

finden sich schon in Aufgabe 437; 
daraus erhalten wir: 

/3 = 1,09861228867311^. 



liercH'hiiunf^ dcr natUrliclien Lf»j;:iritliinen. 
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Welclien Werf 



Aufgabe 441. Bereohno auf 8 
Dezinialstellen genau /r>. 



Erkl. 169. 



1 
'9 

1 

I 

9* 

I 
9' 

1 
9" 



= 0,1111111111 
-(VK)1 3717421 
-^<MM10() 169:151 
= (MMH)00()209l 
- O.«HVHXXKX>20 



Anfjarabe 442. Ebeiiso luit einer 
Genanijrkeit von 15 Dezimalen. 



Auflosiuis:. Wegcn 4 = 2- ist 
/4 = 2/2; daher habea wir: 

/4=1,;J86294361119891 

odcr anf 8 Stellen: 

U = 1,386294H6. 



Auflosung. Aus der Porniel Nr. 17 
folgt fiir z ^s= 4:1 

Nun isi 



1 
9" 


— 0,1111111111 


1 

3 •"9» '' 


- 0,0004572473 


1 
5-9^^ 


- 0,0000033870 


1 
7-9' 


- 0,0000000299 


1 

9-9" 

/4 = 


-0 0000000003 

0,1115717756 

2 

0,2231435512 
= 1,38629436 , dahei 


lf>- 


- 1.60943791 



Auflosung. Wir setzen: 
und rechnen 

Die Werte von /^^ u. s. w. enl- 

15 

nehmen wir der Aufgabe 437 lind 

erhalten: 

lb = 1,609437912434100. 



m 



j")t iltiTp-' j^ir'HiMmnVf.iT '(ff) lihvh'.i-yn'u 



l\ 



hat (ft? , 



Aufgabe 443. Welchen Wert 

\^y\\\\\\)\'XKX.\\\r:\A . - i-\ 



16 = 12 + 13 
= 1,791759469233055 

Oder auf 8 Stellen: 

/6 = 1,79175947. 



Aufgabe 444. Berechne /7 bis auf 



i 



r f 



[ f 



<.. 



or 



^\- r.\ 



^>:f nil/ 



11 III i llf f.t> 



r.T^L'TrjlM )!).(> 



nTHf:;:()ni>Mi;,'» 



(.M)<J( M U MM !♦. )(),:) 






[ 




50' ^ ^ 50 
ein, dann folgt: 

/(l-^) = /^^=/49-/50 = /(7*) 

— /(2 • 5^) = 2/7 - 12 — 2/5. 



Nun ist: 



(I III ! ' ! I l.n - 



»> 



50 V 50/ \50 ^ 2 • 50» "^ 3 • 50* 



+ • 



r 
i 



a 



1 

Daraus folgt jetzt dui*feh Gleich- 
setzung der beiden Werte: 



, /7 = i/2 + /5-J 



.1 + 



+ o+^.+ 



\\-K\ 



50^' <«2>*»6e^ ' 3-50^ 



} 






Nun ist: 



60 

1 
60 



r.\ 



2-50 



7, = 0,0002 



= 0,000008 






g^g-Q, =^iQ,0QQeffi?|9^66!|3q6€^l ,;,^t „ y 



•l 



.ii')I;»>Mii\'i(| r. I iiov t^)>|-^lr(i;ji'il » 



-t-^tt: = 0,00000004 
4-50* 

1 



^^ = 0,000f)0000()064 

i*^, = 0,OaOOO(H)00(K)1^2^ 
60 ^ 



ruiil)-vi l)(in 5-50** 



= 0,00000000064 



= 0,0000000000106667 



hiin "(•{ -mIc^;'!!!/. -I'll) 'i\/r K'HiiiI-mi 

Mi'itliiil-i't 8^-50« 

.0(it{;:(::ii.'7!'.M;ii;).i <-.\ 



6 -SO" 

y^^ = 0,0000000000001828 
1 



=J),0000000000000032 
0,62b202767'3175i94 



daner 



,.,]. nl n.>nui.n ,17/ ^-^d^i'J^^^ = _ 0,0101013536587597 

-f /5 = + 1,609437912434100 

ooor " 0()(ir "'" ^ Oddi- 1" ^ = + 0,346573590279972 , daraus folgt 



:}iiuBf) n-jtlBiiio I)aii /7 = 1,945910149055313 oder 
i . .1 auf 8 Dezimalen abererundet: 

r M.()oi -t: ^ ooor-L' (MK)iJ__^'^ W^-i;»ioi5. 

lufgabe 446. Wie groB sind >--<•<"' •< 

jetzt 18, 19 und /lOt A^8^*ttifc*' "Aus 8 = 2^ 9 = 3» 



10=f*^^fi6(lft)a»tr 

iS=T.mi]lf^^ «nd /10=/2+/5; 

dies ergibt: 



/8,=F 2,079441541679836 

ii;i .?jiuii',oniiA /10= 2,302585092994046, 

}; Tf . f <• _ J J t ^ _^--j^ also auf 8 Dezimalen: 

or; "0(1 ■''' 'or: /8 = 2,07944154 

:Q .oZ lorrn..^ lah h^lo^ /9 = 2,19722458 

no = 2,30255509. 

j ' V ' - ' i- c\- ot\-f-r,\=-Tn 

I Aufgalie?446;<)r;B6recA«tle /ll bis 

auf 8 Dezimalstellen genau. io{;i'Oi:it> jA^flosung. Wir setzen in der 

" "" 1 1 11 

t.'Ll: I Ds-titKb. 9 JC= „; diesgibt 1+Jq=j^, 

;:aL(WM7<(l.!j-jc) = /ii — /lO; daraus folgt: 

r;iU:fL'{;!:i4<^ -- -^ j ^ 1 

111 = nO + |j^^j — gTjo^ + 3: 10* ~ 4-10* "^ j 

Er!'. 17i. '•''Nuli'isti''^"''*'''' '''^^ 'xIjjs'Iw/. 

I....no'"i- r)ii ii'>r.Z .•anii^ol'lii/. *^ .unii-.^j (.-.IhlHlnmixod T 

10 = *^'^ :fni// HI .«)/. 2 -10*^^' 

! 3.5^, = 0,OOOB33333 I I .1, , ^ . ^^^I ^=^ P^000025 

-1^ 4 {);-oooofooi4' - " —~Q, = 0,000000001 

"ll'=l -'''I'-'ilv^ '«^»^^^f'- ""■'!' -:^005025i68" 

...<l .^'.7/ ii-unn-i!/! rn.h i.'.^^'.v/ +0100335347 



Klammer == + 0,095310179 

()T>^j:h;(\') - ()-':(if;i-(.M' --<M\ /io= 2,30258509, 

inlJU l-t^<M: somit erhalten wir: 

/ll = 2,39789527 
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Die luifuritlimischcn Reilien. 



Autgabe 447. Berechue ebenso /1 3. 



Aul'Iosung. Wir nehuifii in der 
Formel No. 9 

^ 1000' "^ * 1000 "lOOO" 



und crhaltea daiuit: 



/13 = 3/10 — /7- 

= 6,90775527 
— 4,34380542 
4- 0.0! 10 99950 
= 2,56494935. 



^^\io6o 



2- 1000-^3 



I 
1()(K)3 



Aufgabe 448. Ebenso /17. 



Auflosimg. Fur 

1 , , 51 17-3 

50' ^ 50 50 

folgt der Formel No. 9: 



/17 = /5 + /10 — /3 + 

= + 3,91202301 
— 1,09861229 
+ 0,01 98026 3 

= 2,83321335 



/I 
\50 



2-50»^3-;>0' 



■■) 



Aufgabe 449. Ebenso /19 anf 
7 Dezimalstellen genaii. 



Auflosiing. 

No. 18 wird: 



Nach der Formel 



/19 = 



i{/2o + n8}+{2:jg\ 



1^ 3 (219*- 



-1) 



,+ 



= l{3/2 + 2/3 + /5}h{4fJ-,2\| 



denn alle folgenden Glieder fallen 
wegen ihrer Kleinheit weg. Die 
Ausreelinnng ergibt so: 

l\9 = 2,9430520 + 0,0013870 
= 2,9444390. 



Anderc Logaritlimensystemc. 
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Frage 217. Welche Vereinfachung 
tritt hienach bei der Bereclinung 
der natiirlichen Logarithinen fiir 
Zahlen iiber 19 ein, vvenn die Ge- 
nauigkeit auf 7 Dezimalcn be- 
schrankt wird? 



Antwort. In der Formel No. 18 
fallen, wenn -2r!>19 angenommen 
wird, alle Glieder, welche auf 

— -g-^Y folgon, als zu klein fiir 

die Rechnung weg, und letztere be- 
8chrankt sicli auf 



19) /^=|-{/(^ + l)-f/(^-l)} + 



2z^ — 1 



Fiir Zablen iiber 160 recbnet 
man noch einfacher mit der abge- 
kiirzten Formel No. 17: 



Aufgabe 450. Berecbne /23 auf 
7 Dezimalstellen. 



Aufgabe 451. Es soil aus /200 
der Wert von / 201 gefunden werden. 



20) l(z + l) = lz + ; 



22-\-r 



Anflosung. Es wird: 
/23 = |{/24 + /22} + 2.;i3i 



= |{4/3 + /3 + /ll} 



1 
1057 



= 3,1345481 

4- 0.0009461 
= 3,1354942. 



Auflosnng:. Es ist nach Formel 
No. 20: 



/201=/200 + 



401 



Frage 318. Wie lalit sich hienach 
eine Tafel der natiirlichen Loga- 
rithnien der t^anzen Zahlen an- 
legen ! 



= 4to^2 + 2/og'5 + 



= 5.3033048. 



401 



Aiitwort. A 113 den bisber bcrcch- 
neten Logarithinen lassen sich jetzt 
nach den bekannten Regein iiber 
Logaritluuen die Logarithmen alier 
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Die logarithmischen Reihen. 



Zahlen finden, welche Produkte 
und Potenzen derjenigen Zahlen 
sind, deren Zahlen schon berechnet 
sind. Oelangt man dann zu einem noch 
nicht bekannten Logarithmus einer 
Primzahl z^ so lassen sich die 
Logarithmen der beiden benach- 
barten Zahlen z — 1 und z + 1, 
welche keine Primzahlen sind, aus 
dem Vorhergehenden finden; die 
Formel No. 18 ermoglicht dann 
auch die Berechnnng von Iz usw. 



3. Andere Logarithmensysteme. Die gemeinen Logarithmen. 

Proportionalteile. 



Frage 219. Wie laBt sich aus 
dem natiirlichen Logarithmus einer 
Zahl z der Logarithmus dieser Zahl 
im Logarithmensystem von der 
Basis b finden, wenn b eine beliebig 
gewahlte Zahl groBer als 1 ist? 



Antwort. Bezeichnen wir den 
Logarithmus der Zahl \-\- x im 
System von der Basis b mit 
logb{\-\-x\ so ist nach Frage 210 

logb{\ + x) = Mbl(\^-x\ 

Setzen wir nun 1 + Jf = z, so folgt 
1) logb z = Mf Iz, 

Hierin ist nach Seite 297 die GroBe 
Mb der Modulus des Systems von 
der Basis b; nach Seite 299 haben wir 

2) Mi, = logte, u. 

Da nun 

ft = ^*. z = ^ u. z = b'^' 

sein muB, so folgt durch Gleich- 
setzung : 

e^' = (e^byog^z = gib,iogy.z ^^^ daraus 

lz = lb ' logb Z; 

daraus erhalten wir fiir z=e: 
\ = lb ' logb ^; somit ist*. 

1 0:i:'Ui 

3) log be = f * und daher ist 
nach (2) 




■Mkii U^Miiit^mg^lti\^i 



^% 



H'ili nlofH'K^'l II ')*i') (I ij 'ft 10 1) I'tiiio 
no V s\ <<ii rriifi I'lii^L^o J fr)il')i Ii li )rii 
ii'mI l*»?'iio[> tT^i xi I<j i 1 f iiin l>iiir S 
-Mij nMJ^j-!')l> HH^^ lul)()I/^ m:hI) J i hi 



Iz 



5) tofir*« = 



?^>' 



J^S 79 



d. h. wir haben Satz I: 



r.ii-iTTi-j)- 



f ()f\N\ -{)\^)^)\ 



Um den Logarithmus einer 
Zahl z in dem System von der 
Basis b zu berechnen, hat man 
den natiirlichen Logarithmus 
von z durch den natiirlichen 
Logarithmus der Basis b zu 
dividieren. 

Satz IL Der Modulus Af* des 
des Systems von der Basis b 

ist = ^. 

Satz IIL Der Logarithmus 
•d^r- Zahl z wird auch gefunden, 



••ii) n')*i4h\il(illlinH 'fiV/ .HOfftfiA 

[>n[i il')Tirl) „i\h llu! r. fL' 1)11 If Mf£ 

:<)>: ir)IIi;iiT') 



indem. nian, disn n^BLturlicken 

lii'»[)iiii iiinX irr»'j[)nB 



ry^4llrirabe *8g.' Wl^. ^rofli.Uu«cler: (x , r)^^>>^ .(Y 

Logarithmus Von 100- im System Auflosung. Es wird log^z 100 

vo^ der Basis |2t I 



^' ^ ' ~ / 12 ~ 2,4849 - ^'**^'*'^- 



1 



V, 



Aufgabe 463. Berechne logr, 17. 

i.liiMi (? 7 .oX ijMili'.'H {'Mi- )![) Ill 



:(UL' *)"!4iriW ^'srn -ri// ir'»|[ful*i') 'Dn'i*)'! ^ If 2,oo32 



[>.hL ^ 



I 



Auf losung. Es ist logs 1 7 

= 1,7615. 



r r lb 1,6084 



Frage 320. WelchenrjJiV;ert| i^t (j . c)\>m\^ * 
r Modulus der geuiieinen Lo- Antworti ^' 



der Modulus der geuiieinen' to- ''Antwbrti -Da'die gemeinen oder 
?arit|imen1 \ i \ ^ JJrigg'schen Logarithraen die Basis 

•'"■ ' \ " {\ ;!:) j: [ :l'i "Mo haben, so folgt 

''""^' I C 'u::) I : ■s^-'r^^- ^^^•^=/id ^^-^«'^* 



.-Mi-.il'wl VII. -.a T. i!!":-; "^i.,!? fr'.?^58509299 



= 0,434294481903 M 80 
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Die logtirltiimi^eheD Cellien. 



Wie erhait man hier- 
•:en jremeia'^n Lo^arithmns 



Antwort. Man bereciiDet naeii 
einer der f riiheren Formeln den 
natiirliehen Logarithmu8/^von 
z und multipliziert denselben 
mit dem Modul M^^^ dessen ge- 
naiier Wert die Formel 6 gribt. 
2- B. wird 

log2 = M12 = 0,3010300 

logs = Mis = 0,4771213 

to^4 = MU = 0,6020600 

logb = Mlb = 0,6989700 

foae = Ml6 = 0,7781513 

logT = Mil = 0,8450980 

logs = Ml8 = 0,9030900 

log9 = Ml9 = 0,9542425 

loglO = MHO = 1 



Fra^ 222. Wie laBt sich aus 
•lie?<)en Logarithmen der gemeine 
L'>garitbmus einer beliebigen 
anderen Zahl findenf 



Antwort. Wir muitipiizieren die 
Formeln 9, 10, 13 der Fragen 211, 
213 und 215 mit Afjo durch und 
erhalten so: 



). log (1 ^ JT) = J/„ jjc - 1 «* + |x 

r 



■> 



81 



jT- 1 1 

H) icy (1 — jr) = _ jf,^ jjr ^ - -^ _- jc» -t- — x« + 



• •} JiS 82 



9) /o<yJ^^ = *> 

1 —X 






3^T+7-^ 



\m 



83 



In diesen Reihen No. 7—9 muB x 
kleinerals 1 angenommen werden; 
ferner erhalten wir aus Frage 216: 



10) lay (z r 1) =^ lofj X 






-"^10 



12-- 1 3 (2.-^ 1)^' 



•A Ji:84 



1 1 ) loij z = \ [log {X \)^ log {x - 1) j 



If ' 



VI ) log (n ^ x) = log n r 2 J/,o I 



\'Zn 



— - . . — ■ -- 4— . . . ^ _ %o )^—k 



In den Reihen No. 10 — 12 ist der 
Wert der Zahl z ganz belieblg. 



Aiidere Logaritlimcnsysiome. 



:^'5 



Autgabe 464. Hereebue logl{}^ 
anf r> Dezinialstellen. Aiiflosang. Nach Formel No. 10 

erhalten wir fiir z =^ 100: 



log an = 



Aufgabe 455. K.honso logims. 



Fra^e 223. Wio ^roU ist log el 



Fracre 224. VVii- ^m-oB ist /^^ Af,o? 



Frai^e 225. Welelie Reibe er- 
halten wir aus der Formel No. 7 

fi'ir JC=- , wo ci<:[n gedacbt isti 



/I 



^og 



(^+0 



3 • 40401 + 1 



-^ 2 -f 2M,o 



.— ') 









3 • 201=' 
121204 



3- 201'' 
2 + 0,00432 -= 2,(K)432 



Auflosuug. Aus der Formel 
No. 12 folgt fiir rt=I000und z=3: 

log 1003 = % 1000 + 2iWio • 2-^3 
=••^^2^3 = 3.00130 



Antwort. Nach Formel No. 2 
Seite 212 ist: 

13) loge = Af,o = 0,43429448. 



Antwort. Es ist 

log Alio =l(Jgi)A^^29U8 Oder 
14) logM^o = 0,63778431 — 1. 



Antwort. Die Formel No. 7 gibt, 
wenn wir fur x den echten Bruch 

d 

oinsctzen: 



M 



id 



Oder 



i(iy+i(i)'--} 



,5i /<«.(, l-«/) = to^« + Af,.{^-3-(|y + f (I)"--] 



Frage 226. Wie vereinfacht sich 'f V.- -<"'l>Jiafi .K.t 'Mi.i_al!! 

die Form^^i^o. 15, \}r^iiu , ^ ein seb^ ^.^ Briiehe 
Ifleiifer Bruoh,i8« 1 /rf\» 1 /rfX" 
I l')L- ■: ii:'_') 2 \n/ ' 3 V«/ 

i • ,'i:i'4 ;. ,. ,. vemachlassigt werden; dadurcli 

i: ;. ' ■ " folgt: 

!"-:' ,. , .. 16) ?oflr(» + d) — ?osrn = Jf,o —.AS 87 



p .1 J «■< 



1 ' -. • t- 






Frage "22?. " Welche ' t^olgerung 
gestattet diese Fonnell Intwort. Stellt « eine groBe Zahl 

vQTji Biii4,<dagig#ii:4? undSii smfeiikMine 
iMmto^i iM[. ...A .L«:'.voltj5A Zahlen, welche wenig verschieden 
.[; s iMrniK.v u ...:: ^./i jl .oZ «^^^' so^st auch log{n + d,)-logn 

,. =Afio-— ; daraus erhalten wir: 

J:<h)L" ' ^ loq{n^d) — hgn^d 

,. . .^' ,. log(n + d,)—logn~~d, 

.';kk;!: oder: 

17) ^C^ + f^xP^l^^si^^i^^-^^^^ 

i W 1 

i-i 1:IL' ri'^y.=Un + d) — ni:Jn + di) — n\M^ 

'"-'' '"' d. h. den Satz: Die Uiiter- 
strtriede der Logarithuien 

von aem JLogantnmus einer 
':i .in '/tfW dritten Zahl n verhalten sieb 

wie die Unterschiede der zu- 
gehorigen Zahlen, wenn diese 
.1 ;;.;-T.; .'• .:^f\Vi. ^- Unterschiede rf und rfi im Ver- 

' gloi ch zu der Zahl n sehr 

klein §ind. , .„ ^,, , 

,;,;iTi T .r.7 :■•::•;. ;f 'UI .fio/r^ir? ^~^*^'- : •'■"I"'-' '1''^) ^"Ji T^'' •' • 

ii'iErli|g0i'22B,.' iWhs ' etgibt sich' «Ufii < j^, jj,^.:, ..» .s ' \^ ov; . '^ - / > 

diesem Satz, wenn wir /? als ein^fe Antwort. Die FormePl? liefert 

groBe Zahl, d gleich elnetti 'fechten ^ v 

Bruch q und rfi = l annehment \ioa(n + Q) — lo£n\ 

: to^(/2 + l) — to^;z> = V:l 

r / \ \ r - / ''^ \ f VI oder: 



'vA o '-^ :-'• •;..;.•"-■' -- ,.:^^V5>'i 



^; — tvy f9, -p ^ |tvjf \#*-r 1/ — rv|f'f»» 



.fphfin 



W^?'.: .•! 



m 



; ^ -'< X -niTi Ir-.i >,M .^iriir-'oi"!!! '. 



(" 



NI)^^^ 



i\ 



7.\ 









u--A,»;f dj,«^«p:Fpriri^lL},bQ^i^vl|t,flie 
Ber^c^hnung der Proportional- 

ikhreh bei dem Qebrapch,, d,9ji| 
Logarithmentafeln, welche's in 

*?^«^ ,^.°f»Fmw«!l«P*\,l■f°- 
8■.fi*f.^■'^■eP:W.^•■■• ■.•■• 



I*!'!'! -'. 



Aufgabe 436. Es: ititi tj^egebcni 1 ■ 
Wie groB ist to^2218,7l 

* 

.•/, _T_- '|_ -iii't 717/ (i'))it;:r:) tiiiit,'-' 



,.f. T-i .'I ■; . ''.•.:••!••.< :i / 



Auf loi^img. , Hief ist /z 
ij + 1^2219,> = 0,7; dah 



seinr 



= 2218, 
daher mufi 






t. 



W 



't. 



I;. 



to^ 2218,7 = ^^2218,7 

+ 0,7 jto^2219 — to^2218[ 

= 3,34596 + 0,7 • 0,00020 
= 3,34610 

Weitere Beispiele flndet der Leser 
in der Beschreibung der Einrichtung 
und des Gebrauchs der Tafeln in 
jedem Logarithmenbuch. 



4. U bung e beisp iele, 



Aufj^abe 457. Welches ist der 
Grenzwert der Funktion 



» •{ 






I 



Ar X =0)! 



[ 



JC2 

7. 1 - X 



/A " 












.a 



Lassen wir die unabhangig ver- 
and^r^iche^b*8lBe Jr^WNull^w^pden^ 
so erhaltuin -A 



'A^i l\'Al\\i 



n.-. 



•.{it |.:-:'T(>''Hl;7h'J^) ^^-T*.^,;!!'-* 1! -V ^'-l 



, I *:i.M' •■','■ t ^* 1/ 



■X^' 



•) ;••! ' 1^ 1 



i^-il I 



: t'l'il'u! -" .!» 



sowohl der Zahler als auch der 
Neijner den Wert Null, der Bruch 

der Form 



/'j^ i'^V ^ , ■ '' ' \' <• ersCheiiit demnach unter d 

^ und sein Wert ergibt sicn dann 






\/.<j 








aus der rechten Seite fiir ^ = 0, 

also = — ^. 
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Aiifgabc 468. Berecline ebenso 

Ix — ly 
ilea Grenzwert. der Funk ti on 



fur y = x. 



x~y 



Auflosung. h]s Lst fur x y<Cy: 



/^ -0- 4 = /(i + "j-^ 



Erkl. 172. Von dor Formel Mo. 19 
macht man in dor Differonzialrechnuns; 
Anwondiing zur liostimmung des Difforon- 
zialqnotionten von Ix. 



~y 2 V J' / "^^V y I 



Ixly 



Daraus folgt: 



1 1 x—yl (x — yV ] (x-yf 
y 2* y' "^8* y 4* >4 

Lassen wir jetzt y den Wert x 
erreicben, so wird x — y = 0, und 
es verschwinden rechts vom Gleicli 
heitszeichen alle Glieder mit Aus 

nahmc des ersten, welches in 

.r 

tibergeht. 

Somit eriialteu wir fur y = X: 

cin — ?/ ;r 



Aufgabe 469. Bei der Temperatur 
von 0^ betrage im Ort A^ der 
Barometerstaiid B^ mm und gleich- 
zeitig sei'im hoher gelegenen Ort 
A2 der Barometerstand =-62 mm; 
dann berechnet sich nach den Ge- 
setzen der Physik der Hohenunter- 
schied fi der beiden Orte aus der 
Formel : 



// =10,52 • 



log By— log B, 



2 



log 760 - log 759 



Es soil eine Naherungsformel flir 
diesen Ausdruek entwickelt werden. 



log 



^1 



Auflosung. In der Formel 



setzen wir: 



B^^l±x 
B, 1 - jc' 



Meter dann ist: 



x = 



Bj — B^ 
B, + B,'^ 



dies liefert: 



2M 






1 /B,-B,y 



+ 



••■) 



Daher ist auch: 



log 



760 
759 



='Hd 



1519^3 1519* 



+ 



•) 



TngelSstp Aiifpiben. 
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Beschranken wir uns jetzt auf 
das erste Glied in jeder der zwei 

Keilien, r" v'«'«:il>t dio Division:. 

logB, -!ogB, B, -B, 

i-ogim — iogi:y'i) ' '•' s, -t- a/ 



Soniit wird: 
H ^ 1G,52 • 1519 • „ " ^- = 15y.-0 ^' 



-, — ,\ Moler 

I 



« 



5. Ungeloste Aufgaben. 



Au%abe 460, Berechnc aus den 
iriiher aiigegebenen Werten die 
rialiirlichen Logarithnien dc* Zaiilen 
28 und 30, und dann aus letzteren 
/29. 



Aufgabe 461. Ebenso /36, /38, 
und aus diesen /37. 



Aufgabe 462, Warum ist 
fo^37 = 3-/(7^3 -iM(^-^ 



1000 



+ ^ 



2 10007' 



Aufgabe 403. Bewtnse, dali 

1 M 

und bereeline daraus /41. 

Aufgabe 464. Beweise, daB 

M 

/.^ 169 ^/..o' 168+--^^. 

Aufgabe 466. Beweise, daB fiir 
fiinfstollige gemeine Logarithmen 
der Logarithnius einer iiber 1000 
liegenden Zahl das arilhnietiscbe 
Mitt el zwiscben den Logaritbmen 
der beiden Nachbarzablen ist. 



\: 



/■ ■ 



III' 



' . V ' 



J « 



v\ 



X. Die gpniometrischen Reihen. 



I ' 



• - • I 



I . 



\ \ 



I. Aiigemeine Erklarungen. Hilfsformein. 



■*t- 



-•^-^Us'^^U .? 



Fnge 289. Was istu^ter ^onio- 
metrisehen Reihen zn verstehenT 



ErkL 173. Die BeBeichnmi^ .gonio- 
metrisch* st«mmt vom gnec|uscken Wort 
q Ttt>m der Wiokel, die EcVe und Mn>f<o 
messen. . 

9 
k ft 

Erkl. 174. Cber den VeiiAiif von sin a^ 
cos a^ tg- a and cot^ a £Br den "Winkel a 
xwischen 0* tind 36^^* findet der I^^eser ge- 
nanen AnfschluC in Kleyer. Lebrbuch der 
'MgbnoBeme und iwleyef«'Leitftecli «ler 

Q«UMM>1 



o:*^ uirr^iuf 



"^ intirbrt • StelTt •« Sij iii Gra<Jen\ 
Minxiten n. Sekunden aus^ejlrfi^kt^t. 
Witikel vor, so haben die 4 (JWJfipr, 
sin «« cos «, t^ «, cot^ a bestimmte 
Werte: andert sich der Wert von «, 
so isbidwd aioii. tuit .iibm W^si ^e 
Werte der voriBeU A^ tngtmom^ 
trischen GroBen in bekannter Weise; 
letztere sind hiemaeh Funktionen 
des Winkels «, ruder kiofi gtfniMie 
trische Fnnktionen. Wie wir 

entwickelt haben, so kann jetzt die 
Anfgabe ^restellt: wer^en, anch die 
goniometris^l(^\ Fanktionen in der 
Form von unendliehen Beihen dar- 
zustellen, welehe ^onionietrisehe 
Reihen genannt werden sollen. 

Bevor wir an diese Anfgraben 
herantreten^ mussen wir einige ein- 
leitende Satze voransschicken. 



Wie kann der in 
Graden. Minnten und Seknnden 
ausgedruckte Winkel « durrh eine 
nnbenannte Zahl x angegeWn 
werden ! 



latwort. 1st ein Winkel « 
geben. au^gedrnokt in Graden^ Mi 
nuten and Seknnden, so konnen «^ir 
um seine Spitze mit beliebigren 
Halbmessenu deren Langen = A cm 
=rj an und r= 1 am sind, 3 Bogren 
l>esohreiben, der»i gemeinschaft- 
lieher Centriwinkel der gegebene 
Winkel ist: dadureh erhalten 
wir 3 Bogenlangen. welehe JC*r7R. 
X. an und xan messen sollen. 



ywau-. Q i- 
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Frage 231. Wie lafit sich aus der 
Gradzahl « eines Winkels sein 
BogenmaB x finden? 



Aufgabe 466. Es soUen die am 
haufigsten yorkommenden Winkel 
in Bogenmafi ausgedruckt werdenf 



Nun zeigt die Geometrie, daB die 
drei Briiche 



Xt 



und — 

r 



und 
der 



den namlichen Wert haben, 
zwar wegen /"= 1 den Wert x, 
nur von der GroBe des Winkels « 
abhangt; wenn « im gewohnlichen 
WinkelmaB gegeben ist, so lafit sich 
auch der Wert der zugehorigen Zahl 
X bestimmen und umgekehrt. Statt 
die Gradzahl « des Winkels in 
die Bechnung einzufuhren, 
nehmen wir den Quotienten der 
Bogenlange durch den Halb- 
messer oder einfacher die 
Bogenlange x im Kreis vom 
Halbmesser r= 1. 



Antwort. Nach unserer vorigen 
Bestimmung ist x die Bogenlange 
im Kreis vom Halbmesser 1, welche 
zum Centriwinkel « gehort. Weil 
der ganze Kreisumfang = 2^1 ist, er- 
gibt sich die Proportion: 

x:27r = «0:360^ 

daraus folgt: 



1) x = 



n 



180 



«• = 0,01745329 • « und 



logx = loga + 8 . 24187737 — 10 



Auflosmig. Wir erhalten fiir: 



« 



_ no 



0« 



JC = 



30« 

n 



45^ ! 60M 90^ 

71 TT 71 



120«ll35« 
3 ; 4 



« = 150" i 180«; 225*1 270«: 315'^ 3600, 



^n 

« = 450» 
X=\n 



n 



5i 

T 



Zn 

i 



In 

4 



^n 



540" 

Zn 



720* 1080*11440* 

4w ^n \ %n. 



usw. 



a = — 30*! — 45*j — 60*|— 90* 

4 3 






usw. 



Haas, Der binomischc Lelirsatz. 
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Anfgabe 467. Wie groQ ist das 
BogenmaB x des Winkels 

« = 163« 17' 24"? 



Auflosung. Hier ist «=163* 17' 24" 



n 



= 163,29»; somitwird Je= -^163,29 

= 2,84996. — Eine II. Losungs- 
weise erhalten wir mit der „Tafel 
derLangen der Kreisbogen f iir 
den Radius = 1", welche in den 
meisten Logarithmentafeln ent- 
balten ist. 

Dort findet man: 

Arcus 163^ = 2,84489 
17' = 0,00495 
24"= 0,00012; daraus folgt 



X = Arcus 163*^ 17' 24" = 2,84996. 



Frage 232. Wie erbalt man aus 
demBogenmaflJ^ eines Winkels seinen 
Wert in Graden etc.? 



Aufgabe 468. Wieviel Grad miBt 
der Winkel, dessen Bogenmafi x 
= 4,9352 ist? 



Antwort. Mittelst der Proportion 
jc : 27r« = «o : 360^ 
leiten wir ab: 

2) « = - ''.x = 57,2957795 x Grade 

7C 

und loga = logx + 1 . 75812263 



Auflosung. Aus 

logx = . 6933048 

log'^^ = \. 7581226 folgt 

/o^« = 2 . 4514274 ; dies 
gibt « = 282,76" 

« = 282» 45', 97 oder 
« = 282» 45' 58" 

Die andere Metliode zur Aiiffinduiig 
hietet die „Tafel der Arcus". Dort 
fiaden wir: 

4,93520 

3,14159 1800 

1,79361 

1,78024 102" 

0,01337 

0,01309 45' 

0,00028 58* 

« = 282" 45' 58""- 
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Aufgabe 469. Wieviel Grade 
miBt der Winkel, dessen BogenmaB 
x = l ist? 



Frage 233. Welche Bezeichnung 
ist ' f iir das BogenmaB x eines 
Winkels, der « Grade miBt, einge- 
fiihrt worden, und wie andert sich 
jetzt die Bezeichnung der trigono- 
metrischen Funktionen? 



Auf losung. Aus der Gleichung 2) 
lei ten wir f iir x= 1 ab : 

-IQA 

a = r"^^ Grade = 57,2957795 Grade 

71 

« = 57« 17' 44,806". 



Antwort. Man lieiBt das Bogen- 
maB X den „Arcus" des Winkels « 
und schreibt: 



3) a: = arc «. 



So ist: 



n 



= axc90^ 271 = arc 360 ^ 
471 == arc 720® usw. 

Anstatt sin « schreiben wir jetzt 
sin x^ statt cos « ebenso cos x usw. 

Hienach ist identisch: 

n 

, sin 30® und sin-, cos 150® und 

b 

cos^, tg90® und tg^, cotglOSO® 

und cotg. 671. 
Ebenso: 

sin( — 45®) und sin( — ^j; 
cos ( — 135 ®) u. cos I J 1 usw. 

Ist wie oben x = arc « und noch 
y = arc /^, so wird 

X + j; = arc (« + /^) und 
X —y = arc (« — fi); 

identisch sind daher auch sin (« + /^) 
und sin {x -|- ;;) oder tg (« — /i) und 
ig(x—y); hiemit geht 

sin (« 4- f^) = sin « cos /^ + cos « sin /^ 

iiber in: 

sin (x-\-y) = f^inx cosy + cos x siny 
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und ebenso 

tg(« — /^) = 

tg{x-y) = 



tg« — tg<^ , 
1 + tg« tg,i 

tg x — tgy 
l + tgxtgy 



ID 



USW. 



Frage 234. Welche Werte durch- 
laufen die trigonometrischen Funk- 
tionen sinJ^, cosJ^, tgx und cotgx^ 
wenn die unabhangige Verander- 
liche X von an unbegrenzt wachst 
oder abnimmt! 



■ — I 



-%-x 




Antwort. Nach der Trigonometrie 



n 




ist sin = 0, sin ^ = 1, sin ^ = 0, 

sm "^ = — 1, sin 27r = 0; fernerist: 

sin (n — ;:) = + sin x 
sin (ji -\- x) = — sin x 
sin(27' — X) = — sin x 
sin(27i-t-^) = sin^ 
sin ( — x) = — sin JC usw, 

*X Somit ist sin Jf eine periodische 
Funktion der Art, daU sich ihre 
Werte wiederholen, wenn x um 2rr 
zugenommen hat. 

Ferner ist: 

COSO = 1, cos ^ = + 0, cos TT = I, 



cos 



Stt 



0, cos 2 >r = 1 ; 



I 4- *X — 



■k 



COsCtT — X) = — COS X, 

cosijt -^x) = — cosx, 
cos(2 7t — jc) = -|- cos JT, 
cos(27r -f- •^) = + cosx, 

cos ( — JC) = -f- COS X, 

Es ist also cosJC auch eine pe- 
riodische Funktion mit der 
Periode 27r. 

Weiter ist 
tg0 = 0, tg| = 00, tg7r = 0, 

tg^2^-00, tg27r = 0; 

tgU— x) = — tgx, tg(7r+J:)=tgJ^, 
tg(27t—xy= — tgx, 
tg(2;r + x) = -htgx, 
tg (— Jc) = — tgx usw. 
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Aufgabe 470. Es sollen die drei 
GroBen x^ smx und igx mit ein- 
ander verglichen werden. 




Frage 236. Welchen Grenzwert 

erreicht der Bruch , wennJf=0 

X ' 

wird? 



Erkl. 176. Nehmen wir 

jc = 0,0174633 (1«), 
so wircl 

sinx = 0,0174524 und -^'^rrr 0,99996. 

X 

Piir jc = 0,00029089 (1') wird 

sin^ = 0,00029089 und ^^ = 1. 
' X 



Fiir X = 0,00000484814 (1") wird 



sinJC = 0,00000484814 und 



sinJt 



1. 



Hienach wird auch fiir JC = 0: 

sin X __ 



Hienach ist tgJ^ eine periodi- 
sche Funktion mit derPeriodcTi:. 

Analog liegen die Verhaltnisse 
bei cotg X, (Siehe die beiden Figuren). 



Auf losiing. Es sei M des Kreises 
vom Halbmesser /■=1; auf seinem 
Umfang geben wir dem Bogen A C 
die Lanj^e 2jc; in den Endpunkten 
A und C Ziehen wir die Tangenten 
AE und Cf; ihren Schnittpunkt E 
verbinden wir mit M ; dabei halbiere 
ME den Bogen AC vol D und die 
Sehne AC in B. Nun ist AD = x, 
AB = ^\x\x und AE=igx. 

Da 
AE-\^EOADC>AB + BC 

ist, so folgt: 

2tgJC>2A:>2sinx 
und daraus: 

4) tgJC>;c>sin;c. 



Antwort. Aus der soeben in 
haltenen Ungleichung No. 4 er- 
halten wir durch die Division er- 
sin JC: 

sin X ^ sin x 
Da aber tg J: = __ ^ , so geht dies 



iiber in 



cosx 



^ sin X ^ . 
cos X < < 1. 



Lassen wir jetzt x zu Null werden, 
so erreicht cos x den Wert 1, somit 

muB auch , dessen Wert stets 

zwischen cos a: und 1 liegt, den 
Wert 1 erreichen. 

Somit ist bewiesen, daB 

5) Limes ?- - = 1 ist. . . ^90 
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Frage 236. Welchen Grenzwert 

erreicht der Bruch , wenn 

y^x wirdi 

Erkl. 176. Piir jc = 0,52360 (30«) und y 
= 0,50615 (29») folgt: 



sinJC = 0,5 



sin^f = 0,4848 



sin x-8 injf_ 0,0152 _^^, 
x-i~ - 6,01745 - "'*^^ 

Nehmen wir jetzt y = 0,51487 (29<» 30') und 
sinjf = 0,4924, so folgt 

sin x-8i njy_ 0.0076 _,,™^ 
x-y ~ - 6,00873 " "'®'** 

i^iir ;f = 0,52069 (29° 50') u. sin>^ = 0,49748 

folgt 

sin X - ainjf _ 0,00252 _ 
~~*^r^ - 0,00291 - ^'^ 

Piir ;f = 0,52331 (29o 59') u. siii>^ = 0,499748 
folgt 

sin jf - sinj^ _ 0,000252 _ 
x-y " - 6;66o29i - "'^^ 

Somit wird auoh fur y = 0,52360 (30°) der 
Wert des Bruohes 

sm^ smy ^ ^ ^^^ ^ ^^^ 0,52360 (= cos 30°). 



Antivort. Die Trigonoinetrie gibt 
die Forinel 

(f -f- t// ^f — 4' 
sm(p — sm V' = 2cos — - — sin y~. 

(Siehe Kleyer, Lehrbuch der Go- 
niometrie.) 

Daraus leiten wir hier ab: 

x+y . x-y 
. ^ . „ 2 cos —^ — sin —z— 
smx — smy 2 2 



x—y 



x—y 



sin 



x—y 



2 x+y 

cos —z — 



x—y 

2 

Wenn jetzt y = x wird, so erhiilt 
der erste Bruch 



sin 



x—y 



naeh der vorigen Frage den Grenz- 
wert 1 und der andere Faktor 

cos rt ~ g^hi uber m cos —^ 
= cosj:; hiermit ist gezeigt, daB 

^v ,, sinaj — sin.y v-m 

6) Limes — = cosac . -b 91 

ist. 



Frage 237. Welchen Grenzwert 

Qosx — cos J 



erreicht der Bruch 
wenn y = x wird ? 

Erkl. 177. 

Fiir a: =0,62832 (36") ist cosjc 
Fiir jf^r 0*61087 (35°) ist cos;r 

Daraus folgt 



X—y 



0,809017 
0,819152 



cosjc — co8_y 
~x-y^ 



0,010135 
0,017453 



= — 0,58069 



Piirj' == 0,61959 (35° 30') ist cosy = 0,814115 
Dies liefert 



COSJC — COS_K 

X -y 



L_ '_''*' = _ 0,58419 

0,008723 ' 



Antwort* Nacli der Trigono- 
metrie ist 

cos 7 — cos \p= — 2 sin —^ - • sin^^ 

(Siehe Kleyer, Lehrbuch der Go- 
niometrie.) 

Daraus leiten wir hier ab: 

jc+v x-~y 
cosx — cosJ=— -28in ~^ sin - v^ 

und 
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Jetzt nehmen wir: 

y = 0,62803 (35<> 59'), so folgt 
cos;^ = 0,809188 und damit 

coax - cos j> _ 0,000171 __ 0.0770 
V^^Ty - - o.000i9^ - ' ^^'^' 

wahrend — sin 36® = — 0,68785 ist. Man 
sieht hieraus, da£ der Wert des Bruches 

COSX— CO8V . , , . x\T ^ ' 

^ — ~ sich dem vorigen Wert immer 

mehr nahert und denselben erreicht, wenn 
y = 0,62832 (36°) geworden ist. 

Der Leser wird gebeten, sich noch durch 
weitere derartige Beispiele von der Riohtig- 
keit unserer Formel uber den Grenzwert zu 
nberzeugen. 



COSjXj— cosj/ 



sm 



x—2 
2 



x—y 



sm 



X'\-y 



Nimmt jetzt y den Wert JC an, so 
erhalt der Bruch rechts den Wert 1, 



... , . x+y . . x + x 
wahrend sin — zr- - m sin 



Oder 



2 *- "'- 2 
in sinJ^ libergeht. Hiermit ist be- 
wiesen, daB 

•A292 



-, ,, cosa; — cos J/ 

7) Limes :: :— — = — sinac 1st. 



x = y 



X 



y 



Frage 238. Welchen Grenzwert 

j^n «/i 

erreicht der Bruch fiir V=Jf, 

x—y "^ ' 

wenn n irgend eine positive ganze 

Zahl vorstelltl 



Erkl. 178. Es ist: 



x—y 



x-fjr 






X—y" 



j^ -\- jfiy ■{■ x:^ -^ f 
u. s. w. 



Setzen wip j^ = 0,9jc oder = 0,99 jc oder 
= 0,999 JC u. s. f., so erhalten wir: 

- -?-=x-f 0,9x=l,9x 
x—y ' 

Oder = X 4- 0,99x = l,99x 

oder = x-|-0»W9x= l,999x n.s.w. 

Je naher wir V an X heranriioken, desto 

x«->- 



mehr nahert sich der Wert des Bruches 



x—y 



dbm Wert 2jc, der erreicht wird fiir y = JC. 

In gleicher Weise wird fiir ^ = 0,9 X: 

^ ~^ = ^ + 0,9 X« 4- 0,81x« = 2.71 x« ; 
X — y 

fiir y = 0,99 jf wird 

** ~-^ = JK« -f 0,99 x« -h 0,9801 x« = 2,9701 X*; 
x—y 

fur y = 0,999 Jf wird dieser Bruch 

= x» + 0,999 x^ -f 0,998001 x^ = 2,997001 Jt* 

u. 8. w. 



Limes '"„ ■^. = 3jc' wird f iir / = JC. 



Man ersieht daraus, daD 
x-jr 

Der Lehrer wird gebeten, die Rechnung auch 
fur hohere Potenzen und noch mit groUerer 
Ann&herung von ^ an JT durchzufiihren. 



Antwort. Die Algebra liefert di^ 
Formel: 

X — y "^ 

+ + xy-2+y-'; 

es kann die rechte Seite auf dem 
Weg der gewohnlichen Division ge- 
wonnen werden; auch iiberzeugt 
man sich von ihrer Richtigkeit da- 
durch, dafi sie mit x—y multipliziert 
x^—y ergibt. 

Fixry^=x wird jedes der n Glieder 
der rechten Seite = JC""^ ; somit muB 



sem: 



8) Limes 
x=y 



x/ 



yn 



nc~y 



= nx^-^ . . cA293 
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2. Entwickiung der Reihen flir Sinus x und Cosinus x nebst Ubungen. 



Frage 239. Wenn es gelingen 
8ollte, sinx in eine nach ganzen 
Potenzen von x fortschreitende 
konvergente Beihe zu entwiekeln, 
so muB letztere welchen Bedingun- 
gen geniigen? 



Antwott. Wir woUcn annehmen, 
dafi 

sin Jf = flo + ^1 -^ + ^2-«* + fls -^^ H 

sei; die Koefflzienten Oq, cLuCLz asw. 
kennen wir nicht; sie mlissen erst 
bestimmt werden. Da fiir jeden 
Wert von x links und rechts vom 
Oleichheitszeichen dasselbe Ergeb- 
nis auftreten muB, so ist notwendig 
f iir Jf = 

sin = flo ; 
weil aber sin = ist, so folgt, 
dafi auch Oq = sein mufi, wodurcb 
unsere fingierte Beihe die Form 
annimmt: 

sinJC=aiJC + fl2JC* + o^x^'\ 

Aus ihr folgt: 
sinx I I 9 1 



Nun ist - — nach Frage 235 ein 

echter Bruch, der aber der Einheit 
desto naher kommt, je kleiner x 
wird; lassen wir den Wert von x 

zu Null werden, so erreicht - - 

nach Formel No. 5 den Grenzwertl; 
flir JC = fallen aber rechts vom 
Gleichheitszeichen alle Olieder, 
welche x enthalten weg und es 
bleibt nur noch iibrig Oj. Darans 
folgt, dafi der Eoeffizient a^ not- 
wendig auch =«= 1 sein mufi, wodurch 
unsere Beihe jetzt die Form an- 
nimmt: 

sin JC = JC + Oj JC» + fl3 jc* -^ 

Nun ist bekanntlich 

sin ( — JC) = — sin JT; 

wir erhalten aus unserer Beihe den 
Wert fiir sin ( — Jc), wenn wir rechter 
Hand vom Gleichheitszeichen —^ 
statt X setzen; d. h. es mufi sein: 

sin(-j:) = (-jc) + fl2(-Jf)' 
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oder ausgerechnet : 

— sinJC = — jc + flj jc^ 



— dsX' 



Multiplizieren wir diese Beihe 
mit — 1 durch, so liefert sie: 

sin JC = jc — flj jc* + ^8-^^ — fl*-^* 

-]-asX'^ 

Vergleichen wir diese mit der 
gewahlten Beihe 

sinx = X -\- (ux^ + asX' -\- a^x* 

so flnden wir, daB diese beiden 
Beihen nur dann libereinstimmen 
konnen, wenn die Koeffizienten 
^2» ^i, ^ von alien geraden 
Potenzen Null sind. 

1st also die Beihenentwicklung 
fiir sinJC moglich, so wissen wir, 
daB ^0 = 0, fli = 1 ist, und daB 
f erner fl^ = ^4 = ^ • • • • *= sein 
mlissen. Hienach konnen wir ein- 
faeher setzen: 

sin ;c = JC + a^x^-^-a^x^ + «? -^'H 



Frage 240. Wie gestalten sich 
die Bedingungen, wenn sich cos^ 
in eine nach Potenzen von x fort- 
schreitende konvergente Beihe ent- 
wickeln laBtt 



Antwort. Wir geben der fingier- 
ten Beihe die Form: 



cos X = bo + b^x + b^x^ + bfiX^ -{ 

Setzen wir in ihr x = ein, so 
erhalten wir linker Hand cos 0, 
welcher den Wert 1 hat; rechter 
Hand bleibt nur 609 allc andern 
Glieder verschwinden ; somit muB no t- 
wendig ^o = 1 sein; daher schreiben 
wir jetzt einfacher: 

cosx=l + biX + b^x^ + b^x^ -\ 

Wenn wir nun x mit — x ver- 
tauschen, so folgt: 

cos {-x)=\ + b,(- X) + b,(- xy 
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Da aber co8( — JC) = + co8JC ist, 
so erhalten wir: 

+ cos JC = 1 — b^x -{-b^x^ — b^x^ 

+ 64JC* 

Vergleichen wir diese Beihe mit 
der oberen 

COSJC=l +6iJC + 62JC» + 6sJC' 

so ergibt sich nur tTbereinstimmung, 
wenn die Koeffizienten 61, As, 
65... von alien ungeraden 
Potenzen Null sind. 

Daraus schliefien wir: Ist fur 
cosx eine Beihenentwicklung mog- 
lich, so muB ^o = 1 sein, wahrend 
^1 = ^s = ^6 = • * • = sein miissen. 
Wir konnen jetzt einfaeher an- 
nehmen: 

cos JC = 1 -f 62 ■« 2 ^ 64 jc* + 6fi JC« + • • • 



Frage 341. Lassen sich in 

sin j: = X + flg jc' + as JC^ H und 

cos Jf = 1 + 62-^* + 64 JC* H 

den Koeffizienten ^i, a^, ^5 . . . 
und 62, *4> *6 usw. solche Werte 
beilegen, daB die beiden obigen 
Gleiehungen identische werdenl 



Antwort. Es ist selbstverstand- 
lich, dafi die beiden gewahlten 
Gleiehungen auch f iir einen anderen 
beliebigen Wert y der unabhangigen 
Veranderlichen (innerhalb des Kon- 
vergenzgebietes) rich tig sein miissen; 
wir setzen daher: 

sin;' =y + a^y^ + a^y^ -\ 

cosj= 1 + b^y^ + b^y^-\ 

Dadurch konnen wir nun bilden: 



siri X — sin J' 
x^y 



= 1 -f ^8 
und 



cos X — cosy 



x—y 



x—y X — y 



X — y X — y ' 



Lassen wir jetzt y den Wert x 
erreichen, so folgt aus den Formeln 
No. 6, No. 7 und No. 8: 

cosx=l+3asX''-\-basX^-\-7aTX^+"' 
— sinx = 2biX + 4*4^^^ + 6b^x^-^' • • 
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Vergleichen wir diese Koef fizienten 
mit jenen der angenommenen Beihen, 
80 folgt: 



262 = — 1 

464 = — ^3 
6*6 = — «5 
8*H= — ^ 



3^3 = *2 



Daraus berechnen wir: 



b. = - 



1 



'2 



*.=-'?= 



'■ r ''» 3 


2-3 3!' 


fls 1 1 
4 4-3! 4!' 


*4 1 1 

'^ 5 5-41 5!' 


a, 1 
6 6!' 


"^ 7 7!' 


07 1 

8 sT' '^ 


*s 1 

9 9! "'^' 



Hieraus erhalten wir jetzt durch 
Substitution: 



/y* 8 /y* 6 /y* 7 /y* 

9) sma; = «-3^ + T7-y, + ^, 



9 

9i 



jW94 



10) cosx = i-2j + --- + g-— .^gs 



Frage 242. Wie heiBt von der 

Sinusreihe No. 9 und der 

Cosinusreihe No. 10 je das 
allgemeine GliedT 



Antwort. Der absolute Wert 
des /^^ Gliedes der Sinusreihe ist 

j^2n— 1 

= ^ "ZTiYf*' ^^^ ^®^ Cosinusreihe 

j^2/I— 2 

= /n «^. ; weil f erner in beiden 
(2/1 — 2)! ' 

Reihen die 2|e^, 4^, 61®n usw. 

Glieder negativ, die 11^, 3ten^ 5ten 

usw. Glieder aber positiv sind, so 

darf man den obigen absoluten 

Werten nur noch den Faktor 

( — 1)""* beifiigen, um die allge- 

meinen Glieder zu erhalten. 
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Deshalb ist das n^ Glied der 
Sinusreihe : 



11) tf« = (— 1)«-^ 



■2«— 1 



(2/7-1)! 
und das n^ Glied der Cosinusreihe 



12) Un = {—ir-' 



(2/7 — 2)! 



Frage 243. Sind die Sinusreihe 
und die Cosinusreihe wirklich kon- 
vergent, und welches ist ihr Kon- 
vergenzgebiet? 



Antwort. Zur Priif ung der Kon- 
vergenz betrachten wir zuerst die 
Beihe: 

x'^ x^ 

* + 3! + 5! + --- 



In dieser ist: 

jj.27+1 



.fli-i 



««+! = 

daher: 



(2/z + l)! 



und Un = 



(2/z-l)! 



Un 2/z(2/z + l) 



JC*. 



Mag nun x noch so grofi gewahlt 
werden, wir kommen stets zu einem 
Glied der Reihe, fiir welches 

2/7(2/2 + I)>x2 Oder x^^<2n{2n+l) 
wird; von diesem Glied an bleibt 
dann der Quotient — -- bestandig 

kleiner als 1; die obige Reihe 

, x^ . x^ . 
'^ + 3!"^5! + '" 

konvergiert hienach fiir jeden be- 
liebigen positiven oder negativen 
Wert von JC. — Weil die Sinusreihe 
noch einen regelmafiigen Zeichen- 
wechsel bietet, so muB sie noch 
mehr konvergieren als die Reihe 
der absoluten Glieder. 

Das Namliche trifft fiir die Co- 
sinusreihe zu, in welcher 

Un-^l^ x^ . . 

tt/ (2/7— 1)-2/7 '^ 
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Unser Besultat lautet also: Die 
Sinusreihe 

sinx = x--^ + -^--^-- 
und die Cosinusreihe 

co8*=l-2j + 4j-g5+- 

konvergieren fiir jeden be- 
liebigen Wert von x; also fiir 
— oo<;jc<;-f oo. 



Frage 244. Wie laBt sich jetzt 
der Nachweis erbringen, daB die 
beiden unendlichen Reihen 









und 



x2 



X* 

2!^4! 



•0 



6! 



— ■ 4 ■ • ■ • 



Summen ergeben, welche wirklich 
= sin^, bezw. cos a: sind? 

Erkl. 179. D©r Leser wird gebeten^ die 
Produkte q? (x) y> {y) und V' (*) 9 iy) auszu- 
rechnen und ibre Summe so zu ordnen, doB 
dieselbe die Form 



3! 



annimmt. 

Tn der gleicben Weise ware v (x) v' {y) 
— 9' (') 9^ {y) i^ die Form : 

2! "'" 4! 6! "^ 

tiberzufuhren. 

Erkl. 180. Zu jeder trigonomischen 
Fennel in sin x und cos x etc gibt es nach 
dem Nebenstehenden eine gleichlautende in 
<F {x)t W (x) 6tc« Die daraus hervorgehende 
Wahrscheinlichkeitt daC (p (x) mit sin x und 
VMx) mit cos jc identisch sei^ wird zur 
vollen GewiJJheit durch die Untersuchung 
des Verlaufs des Wertes von y (x) bezw. y (x) , 
wenn wir die Ver&nderliche x alle Werte von 
bis etwa 4.t durchlaufen lassen. 

l)och liegt die Darstellung dieser Unter- 
suchung auUerhalb des Rahmens unseres 
Buches. 



Antwort* Wir setzen: 



3! 



v2 v4 Y*i 



5! 

4 

4! 



7! 



+ 



und ebenso 

1/3 v^ v"* 

nj^j y 3! ^5! 7!^ 

1/2 V* y<> 

Dann liefert die Ausrechnung, daB 

*fix)ip{y)'{-Mf{x)^{y) = if{x+y) 
fpix)ip(y) — ip{x) ffiy) = (fix—y) 
y^ix)ip(y) — (p(x)(p(y) = ifj(x+y) 
^ix)^(y) + (p{x)(p(y) = ip(x-y) 

u. s. w. 

Diese Gleicbungen zeigen voile 
tJbereinstimmung mit den trigono- 
metrischen Formeln: 

sin j: cosJ' + cos JC sinj' = sin(JC+J^) 

sin JC cosj' — cosJC sinj' = sin(JC — y) 

cosJC cosj' — sinJC sin J' = cos(Jf +J') 

cosJc cos J' + sin JC siny = cos(JC — y) 

u. s. w. 

Welter laBt sich beweisen, dafi 
(fix) genau den gleicben periodischen 
Verlauf zeigt wie sinJC; das gleiche 
gilt vom Verlauf von ^*(x) ver- 
glicben mit dem von cosJC; woraus 
folgt, daB wirklich (f{x) = sinx und 
V'(Jc) = cosJC ist. 
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Anfgabe 471. Es soil der Sinus des 
Winkels von «^ berechnet werden. 

Erkl. 181. Mit der Sinusreihe lassen 
sich jetzt der Wert von sin a finden fiir 
jeden Winkel von 0® bis 46'; diejenigen fiir 
Winkel von 45® bis 90^ ergeben sich aus 
cos a fiir a von 0® bis 46° nach der Formal 
sin (90 — a) = cos a. 



Aufgabe 472. Berechne ebenso 
ebenso den Cosinus des Winkeln 
von «®. 



Auf losung. Nach der Formel No. 1 
der Frage 231 ist das zu «*• gehorige 

71 71 / a\ 

Hiernach wird nach der Sinusreihe 
. " « W /«\' 



5! VW 



5 



Ausgerechnet gibt dies, 
w = 3,14159- •• ist: 



da 



sin «<>= 1,57079633 



a 

90 



— 0,64596410 I ^ 



o 



+ 0,07969263 



— 0,00468175 



+ 0,00160441 



— 0,00000360 






9 



11 



a 

90 



Rechnen wir z. B. « = 9", so w^ird 
= 0,1; hiermit folgt: 



8in9« = 0,15707963 
— 0,00064596 
+ 0,000000 80 

= 0,15643447 



Auflosung. Setzen wir 
Cosinusreihe 

ein, so liefert sie: 



in die 
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£rkl. 182. Mit der Cosinas-Reihe kann 
jetzt derCosinus von jedemWinkela zwischen 
O** nnd 45^ berechnet werden; die Werte der 
Cosinus fur Winkel von 45* bis 90° ergeben 
sich ans den Sinus von 0* bis 45* gem&Q 
der Formel cos a = sin (90 — a). 



cos«*^ = 1 



2! vyb/ 



"'' 4! 



O' 



(0 

6! 



ti 



(;)' 



+ 



Oder ansgerechnet: 



co8a*= 1 

- 1,23370055 (^^ * 

+ 0,25366951 (^ * 

— 0,02086348 (^ " 
+ 0,00091926 (-^ 

— 0,00002520 (^ 

Als Beispiel wahlen wir « = 1'; 

dann wird xa ^ q^ und daher: 
yu yu 

cosr = l 

— 0,00015231 



8 



10 



= 0,99984769 



3. Entwickiung der Reihen fiir Tangens x und Cotangens x. 



Trage 245. Wie lafit sich tang x 
in eine Potenzreihe entwickeln! 



Erkl. 183. • Die Bernouillische Zahl B^n-x 
i^ird definiert durch die Formel: 

(2>.)! / 1_ 1_ 

*'"' 1 2-" — 1 . jr'" V 2*" 3 "" 

+ 4«^ + • • • ) 



Antwort. Wir beschranken uns 
hier darauf zu setzen: 



sinJf 

® COSJC 



X — 



3! "^5! 



JC' 



-^ + 



7! 

X^ JC* JC*' 

1— — + — -+ 

2!^4! 6!^ 
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Dabei ist: 



1 + 2^ + 3^" + J4" + • • • = 
^ + 20+3«' + 4«' +••• = 
1 -H 2^- -H 3^ + 48 + • • • = 



6 

90 

946 

jr« 
9450 



usw. 



Die Entwicklang dieser Ausdrdcke liegt 
auBerhalb des Rahmens unseres Buohes. 



Erkl. 184. Die oben genannten Zahlen 
stammen von Johann Bernouilli (erst 
ver5ffentlicht 1742). Unabhangig von ihm 
gab sie auch Euler 1740. 



Da sowohl der Zahler wie der 
Nenner konvergieren, so diirfen wir 
die Division durchfiihren; hiebei 
erhalten wir: 



.s 



13) tgx = x-\-j + ^x^ 



+ 316^ + 



^96 



Eine scharfere Untersuchung 
gibt: 

,,, ^ 2»(2» — 1)B, 



4! 



6! 



+ 



.^97 



J^i = g, J^s 



Hierin sind B^, B3, B^ usw. die 
Bernouilli'schen Zahlen mit 
den Werten: 

~30' ^ 42*' ^~30' ^ 66' 



-^" = 2730 "^^• 



^98 



Die Tangentenreihe konvergiert fur 

1 ^ ^ 1 1 



Frage 246. 

fiir cotgJCf 



Wie lautet die Beihe 



Antwort. Aus cotgJi:= -— er- 

sin.x 

halten wir mittelst der gewohn- 

lichen Division: 

.6) .^1«»> = i-f-g-^-. .«» 



17) cotg«=^--2j»« 



Geuauer lautet sie: 

2'.B5 



41 ""' 



61 *^~ 



... .^100 



Dieselbe konvergiert fiir 

— " < JC < + n. 



i 
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Aufgabe 473. 

Winkel ist der 



Fiir welchen 



Sinu8 = l-|j + ^-^ + - -t 



Autlosung. Nach der Sinus- 
reihe erhalt der Sinus den vorge- 
schriebenen Wert, wenn der Winkel 
x = l ist. In Graden usw. ausge- 
driickt ist dann der letztere nach 
Aufgabe 469: 

a = 57^ 17' 45". 



Aufgabe 474. Wie groB wird 
der Grenzwert des Bruclies 



JC — sin JC 
^(1 — cosj:) 



fiir JC = Ot 



Auflosung. Wir erhalten durch 
Beihenentwicklung : 



jc — sin ^ 
x(l — cos j:) 



_ (3! 5!"^7! J_ 

l2! 4! ^6! '7 

Nehmen wir jetzt x = an, so 
folgt: 

JC — sin^ 3! 1 

''3' 



Limes ,^ s ^ 

2! 



4. Ungeloste Aufgaben. 



Aufgabe 476. Berechne sin V 
auf 7 Dezimalstellen genau. 

Aufgabe 476. Ebenso sin 18 ^ 
Aufgabe 477. Ebenso cos 2^ 

Aufgabe 478. Ebenso cos 27 ^ 

Aufgabe 479. Berechne auf 5 
Dezimalstellen genau tg 4^30'. 

Aufgabe 480. Ebenso cotg 15^. 



Aufgabe 481. Berechne den Grenz- 

X — sin X ^ ^ 

wert von -^ fiir x = 0, 

x^ 

Aufgabe 482. Ebenso von 

1 — cos X . 

-^^ fur x = 0. 

x^ 

Aufgabe 483. Ebenso von 

X 

Aufgabe 484. Ebenso von 

tgx — tcr V « 

^- ^ fur J/ = JC. 



H a % s , Der binomische Lehrsatz. 
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XI. Die cyklometrischen Reihen. 



I. Erklarung der cyklometrischen Funktionen. 



Frage 246. Was ist unter cyklo- 
metrischen Funktionen zu 
verstehenl 



Erkl. 185. 


Bekiumtlich ist fiir 




x = 






1 





n 

4 


3 


2 


2 _ sin X — 


V. 


Vs VT 1 Vt VT 

1 


1 


a = cos jc = 


*/,y3 


'lfV2 


'h 





V — tg X = 


Vs/3" 


1 


VT 


00 


ll' = COtgX = 


00 


n 


1 */sV3 






Somit ergibt die TJmkelirang : Ebenso : 



arc sin — 




arc cos 1 = 


. 1 yt 
arcsm2 = g 




arc cos 0,8oo = -^ 


arc sin _ VT — 


4 


arc cos 0,707 — — 


arcsin— VT = 


7t 

3 


arc cos 0,6 = — 
o 


. ^ ^ 




^ 


arc sm 1 — . 




arc cos — — . 


Pemer : 




Endlich : 


arc tg — 




arc cotg OO — 


arc tg 0,577 


71 

6 


arc CO tg 1,732=^ 

b 


arctgl = ~ 




arc cotg 1 = Y 


arc tg 1,732 = 


3 


arc cotg 0,577 ~ — 


arctgOO = ^. 


arc cotg = — . 



Ant wort. Es sei wieder x ein 
Bogen im Kreis vom Halbmesser 1 ; 
ferner sollen die Werte der zu 
ihm gehorigen trigonometrischen 
Funktionen sin JC, cos JC, tg JC und 
cotg a: bezeichnet werden mit z, u^ 
Vy w, so dafl 8inJC = z, cosx = i7, 
igx=v^ cotg x= w sei. 

DaB X die Bogenlange vorstellt, 
dessen Sinus den Wert z hat, 
schreibt man auch in der Form: 

18) a: = arc (sin = ^) 

Oder noch einfacher: 

18 a) x = arc sin 2, 

was gelesen wird: 

„x gleich Arcus Sinus-?". 

Ebenso wird geschrieben: 

19) X = arc (cos = u) oder x = arc cos u 

20) X = arc(tg = v) „ x = arc tg v 

21) A:=:arc(ctg=M') „ x=arcctgH' 

Betrachtet man jetzt in 

X = arc sin z 

die OroBe z als die unabhang-ige 
Veranderliche, so richtet sich der 
Wert von x nach dem Wert von z, 
der Bogen x ist eine Funktion des 
Sinuswertes Z; ebenso kann der 
Bogen X als eine Funktion des 
Cosinuswertes u^ des Tangenten- 
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Erkl. 186. 

Aus sin 



sin 



sm 



folgt umgekehrt 



arc sin 



arcsin 



arc sin 



-ih- 
-ih- 

- 0,866^ = 
u. s. w* 



2 
0,866 

1 



31 



31 

2 




Frage 247. Was 

folgt hieraus f iir 
den Verlauf 
der cyklome- 
trischen 
Funktion 
X = arc sin ^! 



wertes v oder des Cotangentenwertes 
w angenommen werden. In dieser 
Weise gehen aus der Umkehrung 
der trigonometrischen Funk- 
tion en vier neue Fnnktionen her- 
vor; sie heifien cyklometrische 
oder Arcus-Funktionen. 

Erkl. 187. 

Aus Sin -g- = y 



in(| + 2.) 
in(-^-f4.) 



"2 
J_ 

~2 



ergibt sich arc sin -^"^ ~q ^^er = tt + 2vT 



6 



6 



7t 



Oder = ^ + 4;r usw. 



Antwort. Durchlauft in JC = arc 
sin z die unabhangige veranderliche 
GroBe z alle Werte von bis 1, so 
wachst der zugehorige Bogen x von 



71 



bis ^ geht ferner z von bis — 1, 
so nimmt der Bogen x ab von U bis 

n 

— — . Weil der Sinus den kleinsten 

Wert — 1 und den groBten Wert 
+ 1 hat, kann die unabhangige 
Veranderliche z sich nur von — 1 
bis +1 bewegen; weil ferner 
Bm{x-\-2nn) = sinx ist, falls n eine 
ganze Zahl vorstellt, so ist auch 
arcsinz = JC-|- 2^/«; d. h. es ge- 
horen zum gleichen Sinus- 
wert z unendlich viele Bogen, 
welche sich um ein ganzes 
Vielfaches von 2n unter- 
scheiden. Siehe die nebenstehende 
Zeichnung. 
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340 Die cyklometrischen Reihen. 

2. Entwicklung der unendlichen Reihen fiir Arcus-Sinus und 

Arcus-Cosinus. 



Frage 248. Was ist unter der 
Arcu8--Sinus-Reihe zu ver- 
stehenT 



Antwort. Da in x = arc sin z der 
Bogen X eine Funktion der unab- 
hangigen veranderlichen Grofie z 
ist, so laBt sich die Frage auf- 
werfen, ob esnicht moglich ware, den 
Wert von x in eine nach ganzen 
Potenzen von-zr fortsehreitende Beihe 
zn entwickeln welche konvergiert; 
also zu setzen: 



x= a^-\- a^z -\- a^z^ -^ a^z^ -\r 

Oder: 

arcsin2:=flo + ^i-2r + fl2-?*+fls'2^^'4-- 

Wenn eine solche Beihe gebildet 
werden kann, so soil sie die Arcus- 
Sinus-Reihe genannt werden. 



Frage 249. Wenn es gelingen 
sollte, die Arcus-Sinus-Beihe auf- 
zustellen, so miiBten welche Be- 
dingungen erfiillt werden! 



Antwort, Nehmen wir an, es sei 

JC = flo + ^1 ^ + ^ -2r« + ^3 ^3 -f • • • 

so wird fiir 2r=0 sich ergeben J^=flo; 
dem Sinuswert entspricht aber der 
Bogenwert 0; somit folgt als erste 
Bedingung, daB flo = sein muB. 

Weiter liefert jetzt die Division 
mit Z\ 



= fll + fl, Z + flg ^* + fl^i ^^ + 



Lassen wir hier die GroBe z auf 
Null heruntersinken, so bleibt auf 
der rechten Seite der Gleichung 
nur ^1 lib rig; die linke Seite er- 
scheintdann unter der unbestimmten 

Form—; weil aber ^ = sinA: ist, so 

haben wir 



X X 

— =^— — , also 

Z hWiX 



Limes — = Limes 











sin^ 



Entwicklung der unendlichen Reihen. 
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Frage 250. Lassen sich in 
arcsin2r = z + fl2Z« + a8Z»H 

den Koeffizienten a?, ^s, (I4, n. s. w. 
solche Werte beilegen, daB di6 
Gleichung eine identische wirdl 



Auf Seite 325 wurde bewiesen, 

daB 

T . sin X . 
Limes = 1 

ist; somit mufi ofFenbar auch der 

X 

reziproke Wert -: — den Grenzwert 
^ sinJC 

1 annehmen; d. h. es mufi sein 

Limes- — = 1; 
jP^QSinx 

daraus erhalten wir als zweite 
Bedingung: 

a, = l. 

Wenn also eine Areus-Sinus-Reihe 
moglich ist, so hat sie die Form: 

arc8inz = z + fl2Z* + fl8Z»H 



Antwort. Es ist klar, dafi unsere 
Oleichung flir jeden Wert der un- 
abhangigen Veranderlichen inner- 
halb des Konvergenzgebietes stim- 
men mufi; wahlen wir also inner- 
loitiih des letzteren aufier z noch 
einen zweiten Wert Zj, der die 
Bogenlange Xi liefert, so mufi sein: 



Jc = arcsinz = z + flj z> + flg ^'^4 ^* -f 

Xi = arc sin ^i = 2^1 + fl« ^1 ^ + '^3 ^1 ' + ^4 -2^1 * + 



X — JC, 
Z — Zi 



Daraus bilden wir: 
arcsinz — arcsinZi ^ , z* — z^^ , _ 



z — Zi 



z — z, 



ZS — Zi^ 



Limes 
z, =z 



Lassen wir jetzt hier Zi in z iiber- 
gehen, so wird rechts nach Seite 327 

z^ z ^ z' Zi^ 

- = 2z; Limes— :^ = 3z« usw. 



z — z 



— ^ z — z. 



z, =z 



womit die rechte Seite der Gleichung 
die Form gewinnt: 

1 + 2^2 z + 303 z2 + 4fl4 z8 + 5^6 -2r* H 
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Die linke Seite der Gleichung, 

X — JCi 



namlich 



tritt unter der un- 







bestimmten Form zr; nun ist aber 



= 1: 



z — Zi sin X — sin x^ 

also muB auch sein: 

1 



sin X — sin x^ 
X — JC, 



X — Xi _. (^ sinx — sinXi) 

Limes = Limes < 1 : > = — 

Zi = z^~^^ Xi=x[ X — Xi J 



Limes 

Xi=X 



smA: — sinJ^i cosJr 



denn nach Seite 326 wird: 



sin X — sin Xi 



X — JC, 



Limes 

Xi=X 

Da ab er si n x = z 
cosJC = yi — z* und 

1 1 



= cos^. 



ist, so ist 



COSJC 



fi — z^ 



= (l-z^) 



-V. 



Hiemit haben wir auch den Grenz- 
wert der linken Seite der Gleichung 
gewonnen; setzen wir ihn gleich 
jenem der rechten Seite, so folgt: 

(1— ^2)- */• = ! + 2fl2Z + 3fl8Z» + 4fl4'?'+5a5^H 

Entwickeln wir das Binom 
(1 — z*)~ */« nach dem binomischen 
Lehrsatz (s. Auf g. 380) so erhalten wir : 



(i_^»)-</.=i+i^t-i-i 

« Erkl. 188. Es ist klar, dafi die Arctis- 
Sinus-Heihe nur den Bogen x im ersten 

Quadranten, also zwischen and — , 

liefert, dessen Sinus den Wert z hat. 



3 . , 1-3-5 

4 ~2-4-6 



^2-4-6-8 ^ 



Sollen hier die beiden rechten 
Seiten iibereinstimmen, so miissen 
die Koeffizienten firlcich hoher Po- 
teozen von z g^leich sein Diese 
Gleichsetzung lief ert flj = 0, fl* = 0, 
fl6 = usw.; femer: 

3^8 = 7i. also ^^"2 3 



5fls = 



7fl7 = 



2' 

2-4 

1-3 -5 
2- 4- 6 



>» 



>» 



aj = 



^7 



1-3 1 
2-4' 5 

1-3-5 
2-4-6 



1 

7 



usw. 
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Hiemit erhalten wir die A reus 
Sinus-Reihe: 



oo^ t . 1 «» . 18 z' . 18 5 z' . 

22) arcsin« = «+2-3+2:^-5+27j7g-y + 



^101 



Oder 



13 5 

22a) arcsin» = « + g«»+ j^«^ + £j2 



35 



63 



«'+TT¥S«* + S^«^^H •AS102 



1152 



2816 



Dieselbe konvergiert nach den Auf- 
gaben No. 318 und No. 320 fiir 
jeden Wert von z zwischen — 1 
und + 1 mit Einsohlufi der beiden 
Orenzen. 



Frage 251. Wie lafit sich zeigen, 
daB die rechte Seite obiger Reihe 
noch mit arc sin z identisch ist, 
-wenn z = -\-l oder z = — 1 ange- 
nommen wirdf 



Antwort* Diese Frage hat hier 
Berechtigung, weil wir in der Ab- 
leitung der Formel bei der Ent- 
wicklung von (1 — z*)"''* den Wert 
von z*<Cl angenommen haben; 
wenn wir die Reihe nun auch fiir 
z^=l gebrauchen wollen, so muB 
der Nachweis erbracht werden; dafi 
sie auch fiir z = -{-1 und z = — 1 
richtig ist. 

Die trigonometrische Formel 



sm- 



-f 



— cosJf 



gibt, wenn__8in JC = 2: gesetzt wird, 
cos X = yi — z^; hiemit erhalten wir: 



. X 
smg 



4 



1 — ii—z^ 



daraus folgt durch Umkehmng: 



= arc sin 



Y 



i-n 



Z2 



oder wegen x = arcsin2:: 



^arc sin z = arc sin 



i/i=j 



ii—z^ 



Geht z von bis + 1 oder — 1, 
so wachst der Wurzelausdruct 
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von an nur bis 



''Vh 



wenn unsere 



Beihe 22 uberhaupt richtig ist, so 
mufl auch f iir z= -{-1 und f iir 
z = — 1 sein: 



arc sin 



} 



i — ii—2 



i 



4 



i-yr 



r2 



— + - 



¥ 



i —ii—z* \ 



+ 







i — ii—z 



] 



+ 



Um die rechte Seite auszurechnen, 
setzen wir: 



Y^ 



i—ii—z* 



= 1 j yiT^ - yr^^l = iz + J- z» -I- 

2l J 2 ^16 ^ 



7 , . 231 . , 



256 



14336 



ErkL 189. Set«t nun: 

y JyTT^ - yi-fl} = s, 

so fol^ darch Quadrienuij:: 
i.|l+a^2V(H-a)(l-o) + 1 -«} = s* 

Oder vereinfacht : — <2 — 2^1— a'| = S*; 
hienach ist omgekehrt: 

S = yhzi][lzZ^', daraus folgt: 



(Siehe Aufgaben No. 877, No. 378 
und No. 405). 



Dies liefert uns: 

3 



iY 



1 — ii—z 






Z^+' 



und 



r^^^^^-iK-M+.TTs} 



also auch: 



(1^ 



il—z 



)6 
32 "^■■■' 



1/ 1 — V 1 — 2' _ 1 |. /j-p-z I ./ ^ . \ daraus erhalten wir jetzt: 

i/i-yr^^i j^ _7 

r 2 2 ^16 ^25< 



arc sin 



254- 



^6\8^64 



) 



+ 



40V32^ 



) 



+ 



—z-\ — z'-l 2*-4- 

2 ^12 ^80 ^ 
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Somit wird durch Verdoppelung: 

1 3 

6 40 

Diese Beihe stimmt aber mit No. 22a 
voUstandig iiberein. Wir schlieflen 
daraus jetzt auf ihre Giltigkeit 
fiir jedes z^ falls 

— 1^2:^ + 1 ist. 



Aafgabe 485. Es soil arc sin 1 
berechnet werden. 



Auf losung. Aus der Formel No. 22 
f olgt fiir z = l: 

• 1 1 rl 1.1-3 1 , 



n 



Weil aber andrerseits arc sin 1=0 
ist, so haben wir auch: 



23) -=1 + 1.1 + ll3.1 . 1JL5.1 
"^"^^ 2 ^^2 3^2-4 5^2-46 7^ 



Oder 



23a) !i = i4-l + A4__5_ + J5_ , ^3^ , 
^oa; 2 ^ ^ 6 ^ 40 ^ 112 ^ 1152 ^ 2816 ^ 

Diese Beihe ist zur Berechnung 
von 7t wenig geeignet, weil ibre 
Glieder zu langsam abnehmen und 
deshalb sehr viele derselben zu be- 
rechnen waren, wenn die Zahl tt 
auf eine groBere Anzabl von De- 
zimalen genau gefunden werden 
sollte. 



Aufgabe 486. Es soil arc sin ^ 
berechnet werden. 



Auf losung. Unsere Formel lief ert 
fiir z = — : 



arcsm^ 2 "^2 ■3-2»'^2-4"5-25~'"2"-4-6'7 • 2 



+ 



1 ,l-3-5-7-9 



1-3-57 

2-4-6-8'9-2» ' 2-4-6'8-10 11-2 

Oder 



1 I 

t • • • 

. on" 



7t 1. I _1_ _i_ 3 . 5 . 35 , 63 I 

6 ~ 2 "^ 48 "^ 1280 "^ 14336 "^ 589824 "*" 5767168 "^ 
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Erkl. 190. Da cosJC als kleinster Wert 
— "* und als gr5fiter Wert -f- 1 hat, so 
kann die unabh&ngige Ver&nder- 
liche u in X = arc cos u sich nur 
zwischen — 1 und + 1 bewegen. Wegen 
cos(jt -}- 2^^) = cos JC, wo n eine ganze 
Zahl vorstellt, gehdren zum gleichen 
Wert u unendlich viele Bogen JC, 
JC -|- 2;r, jc -|- 4;r usw., fur welolie 

cos JC = tf , 

C08(JC-|- 2ji) = u 

cos (JC -I- 4ji) - 

cos (JC — 2jr)= u usw. ist. 



u 



Der Leser wird gebeten, diese Eigen- 
schaft der Funktion durch eine Zeichnung 
analog der von Frage 247 darzustellen. 



Nun gibt die Ausrechnung: 

1 = 0.5 



■^ = 0,0208333 



1280 


= 0,0023438 


5 
14336 


- 0,0003488 


35 

589824 


= 0,0000593 


63 


- 0,0000106 


5767168 



^ = 0,5235961; 

D 

daraus f olgt jetzt 7t = 3,1415766. 

Man sieht dafi dieses Ergebnis 
nur auf 4 Dezimalen richtig ist; 
die Arcus- Sinus -Reihe konvergiert 
sehr schwach: wollte man aus ihr 
7t noch genauer erhalten, so miifiten 
noch weitere Glieder berechnet 
werden. 



Frage 252. Welche Reihe erhalt 
man fiir arc cos //I 

Erkl. 191. Die Arcus - Cosinus - Reihe 
liefert nur denjenigen Bogen x im ersten 

Quadrant en, also zwischen und ^, fiir 

welchen cos x den Wert u hat. 



Antffort. Ist 

x = BTCcosU und J' = arc sin «, 
so muB sein: 

co8X = u und 
siny = u Oder cos x := sinj'; 
dies ist aber nur moglich, wenn 






Oder 



7t 



arc cos u + arc sin ^ = 9 ist. 

Hieraus folgt 
arccosti = - — arcsinu .^103 

Entwickeln wir jetzt arc sin ^ 
nach der Reihe No. 22, so erhalten 
wir: 
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arc cos u 



7t 

2-« 



1 M» 13 M* 13 6 w' ^,„, 

_ . . . ... j\^g 104 

2 3 2 4 5 2 4 6 7 

fiir alle Werie von u zwischen 
— 1 und + 1 mit EinschluB der 
Grenzen. 



3. Entwlcklung der unendiichen Reihen ftir Arcus-Tangens und 
Arcus-Cotangens. Genaue Berechnung der Zahl n. 



Frage 263. Welchen Grenzwert 
erreicht der Bruch 



arc tg V 



fiir v=OI 



Erkl. 192. Nach Formel No. 4 Seite 824 
ist allgemein: 



x<:itgJC, also 



^ <1 oder^^^<l 



tgJf 



Xehmen wir 



V = 0,0174561, 



so wird 



somit 



arc tg I' = 0,0174533 = (arc 1% 



arctgj.^ 0,0174533 _ 
V 0,0173551 ' 



Fiir noch Ueioere Werte von v w&chst 
der Wort des Bruch es, um fiir 1^ = die 
Orenze 1 zu erreichen. 



Frage 254. Welchen Grenzwert 
erreicht der Bruch 



arc tg V — arc tg v^ 



V—Vy 



fiir i'l = v^ 



Antwort. Bezeichnen wir arctgv 
mit X, so muB sein igx=v. Daraus 
folgt: 

arctgi' XXX 



tgx sinx sinx 



aosx. 



co^x 



Fiir v = wird auch JC = 0; so- 
mit ist: 



Limes — -^ = Limes I— 



v=0 



Q IsinJC 



cosJC 



} 



Aber nach Seite 325 ist 

Limes-; — = 1 
jc = ^^^^ 

und cos a: geht iiber in cosO und 
erreicht dann auch den Wert 1; 
hiernach erhalten wir: 

Limes"^^^ = l ^105 



Antwort. Gehoren die Tangenten- 
werte v und Vi zu den Bogen x und JC|, 
so daB tgJC=v und igx^ = v^ ist, 
so folgt: 



ar c tg y — arc tg v^ ^ x — x^ ^ x — x^ ^ (x — x^) cos a: - oos JCi 

V — Vi tgx — tgJi^i sin Jg sinx^ sinxcos^i — cosJCsinA:^ 

cosJC cosJCi 

_ (JC — JC QCOSJC COSJCi 

~ sin(JC — JCi) 
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Hieraus folgt, well fiir Vi = v 
auch Xj = X wird : 



Limes 
1^1 = 1^ 



H«t£ilZLar^i:i= Limes f-r 



X — JC, 



V — 



Vi X =x ^®^^ ^^ ~ ^i) 



COS X COS JC, 



Nun haben wir aber nach 



Limes — 



X — Xi 



X =jc®^^ ^^ — "^1^ 



= 1; 



Limes 



woraus folgt: 

arc i^v — arc ig Vj _ cos* x 

-- — = cos*x=— 



V — V. 



sin' X + cos* X sin'-y 

cos'x 



+ 1 



tg*JC+l l^^+l 

Hiemach haben wir 



Limes g? "*g^^-""^^^ =-^'-^ ^106 



Frage 256. Wenn es gelingen 
soUte, arctgi' in eine konvergente 
Potenzreihe zu entwickeln, so muB 
letztere welchen Bedingfui^gen ge- 
niigenl 

Erkl. 19d. Darchl&ult in i^^tg x der Bogen x 

alle Werte von — -^ Clber bis + ^ , so 

bewegt sich der Wert v von — CX) Tiber 
bis + CX) ; daraos f olgi, dafi in x = arc tg V 
die unabh&ngige Ver&nderliche V 
alle Werte von — OO bis + OO an- 
nehmen kann. Ans tg(jc+7i:r) wo n 
eine ganze Zahl vorstellt, ergibt sich, daO 
dem gleichen Tangentenwert v un- 
endlich viele Bogen JC, x-^-Jt^x + 2;r, 
X + ^jfX, — 3t usw. entsprechen. Wie 
l&fit sich dies durch , eine Zeichnung dar- 
stellen? Siehe die zu Erkl. 195 gehorige 
Figur. 



Antwort. Wir woUen annehmen, 
es sei: 

SLTcigv = Go -\- OiV + a^v^ -]- asV^+' 

Weil der Tangente v = der 
Bogen entspricht^ so mufi not- 
wendig flo = sein. 

Aus 

arc tg i' = fli i' + ^2 1'^H- ^8 J'* H 

folgt jetzt 

arc tg i' , , , , 

— ^ = a, + a^v + a^v^+'' 

Wird hier i' = angenommen, so 
erhalten wir 

. arctg V 
Limes = Ui ; 

nach Formel No. 105 ist aber dieser 
Grenzwert = 1 ; hieraus erhalten wir 
also auch fli = 1 und fiir unsere 
Arcus-Tangens-Reihe die Form: 

arc tg »'= I' + flj i'* + flj v^ 

+ ^4 1'* H 
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Ferner ist zu beachten, daB wenn 
tgx=v ist, dann tg(— Jc) = — i^ 
sein muB, d. h. wir haben 

arc tg ( — v) = — arc ig v 
Daraus I'olgt die Bedingung: 

arc igv = — v-^a^{— v)* + ^8 (— »')'* + ^4 (— ^)^H 

oder 
— diTcigv = — V -\- a^^v^ — a^v^ + a^v^ — a^v'^ -\ , 

was nur moglich ist, wenn die 
Koef fizienten flj , ^4 , ^e * • * der ge- 
raden Potenzen von v den Wert 
null baben. 

Die Zusammenfassung dieser Er- 
gebnisse zeigt, dafi unsere Reihe 
nur folgende Form baben kann: 



Frage 266. Wie lassen sich 
jetzt in Antwort. Fiar die beiden Tan- 

arc tg V = I' + flg ^'^ + ^5 ^'^ + • • • gentenwerte v und v^ muB sein : 

die Koeffizienten fls, «5 usw. be- arc tg i' = r + a^v^ + flji;^ + fly r^ + •• 
stiramen! ^^^ 

arctgi'i = 1^1+^3 1'l^+^si'i^+flT »^i^+- 
Daraus bilden wir: 

arc tg y — arc tg Vi ^ , ^ >'' — "i' _i_ „ "' " '•'i' i 

Lassen wir den Wert v^ in jenen 
von V iibergeben, so geben die 
Formeln 106 und 93: 

^ ^ = 1 + 3fl3 1'' + 5^5 ^' - 7fl7 ^'^ H 



1 + 1^2 

Da aber nach Aufgabe 372: 

?— -^ = 1 — ,;2 _L_ I,* _ ^6 -I- i;8 



ist, so liefert die Koeffizientenver- 
gleichung: 

11 1 



fls = — ., ; fls — = ; fly = — - U8W. 
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Hiedurch erhalten wir als Ar- 
cus-Tangens-Reihe: 

arctgt; = t^--^ + -g — y + - + .-. .\sm 



Frage 267. Wie verhalt es sich 
mit der Konvergenz der Arcus- 
Tangens-Reihe? Antwort Setzen wir in 

usw., also allgemein: 

SO wird: 
arc tg I' = tti — i^ + £^ — ^4 + • • • 

Nach der Frage 175 konvergiert 
die Reihe, falls dies zutrifft bei 
der Reihe: 

5i = «i + ^ + ^ + «4 + • ■ • 
In dieser wird: 

somit 

1-1 

Limes— ^^^ = Limes • v^ = v-; 

n=oo "''^ n=oo^A.Ji. 

somit konvergiert nach Frage 171 
diese Reihe, wenn v^<C,\ ist; die Ar- 
cus-Tangens-Reihe konvergiert hie- 
nach auch fiir alle Werte von i' 
zwischen — 1 und + 1. 

Fiir I' =-= + 1 erhalten wir: 

arctgl = l— g+^ — ^H , 

also eine Reihe aus Gliedern mit 
abwechselndem Vorzeichen, deren 
Werte mit wachsendem Stellen- 
zeiger abnehmen und sich der 
Grenze Null als Grenze fortwahrend 
nahern. Nach Frage 178 konver- 
giert auch diese Reihe. Das 
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Frage 258. Wie kann man zu 
einer Reihe f iir arc tg v gelangen, 
wenn v^l isti 

Erkl. 194. Nohmen wir i' = }3, so ist 
jc = ^-, denn tg- = ]^. 



Nun ist tg 



2 37 



7t 7t 

tgg^ = cotg3 



odor 
1 

Tt 

tg-2 



}^ 



also arctg— =2 - 3 = 2 "" *^^^^^> 
Daraos ergibt sich: 

arc tg y 3 = — — arc tg 



)/¥ 




Gleiche gilt fiir die aus v = — 1 
hervorgehende Reihe. Daraus folgt: 
Die Arcus-Tangens-Reihe 
No. 107 konvergiert fiir 

— l^i'^+l. 



Antwort. Wenn tg JC = i' einen 
Wert groBer als 1 besitzt, so muB 
der Winkel x>45® oder im Bogen- 



7t 



maB >— sein. Dann ist der zuge- 



7t 



horige Komplementwinkel ^ — ^ 
kleiner als --, und dessen Tangente 

4 

kleiner als 1 ist. Nach der Trigo- 
nometrie hat man nun: 

Durch Umkehrung folgt: 

^ 1 7t It 

arc tg- = 2 " -^ = 2 ~" *^^ ^ ^' 
hienach muB sein: 

^ 2 ^ V 



g*X Weil — den Wert 1 nicht erreicht, 

so durf en wir arc tg - nach der 

obigen Areus-Tangens-Reihe No. 107 
entwickeln; dadurch erhalten wir 
jetzt fur l'>l: 



n 



arc tg V = ^ h jr-~% 



_-L : _L_ 



:ns 109. 



Frage 259. Wie lassen sich die 
Reihen fiir arccotgH/ gewinneni 

Erkl. 195. Durchiauft in u' = cotg X der 
Bogen X alle Werte von bis n^ so geht 
der Wert von w von -f OO iiber nach — OO, 
daraus ergibt sich, daB i n Jt = arc cotg w 
die unabhangige VerHnderliche Vf 
alle Werte von — OO bis + OO an- 
nehmen kann. Aus cotg(JC -f- ^■^) = cotgJC, 



Antwort. Aus cotgx=tg( ^ — x\ 

folgt durch Umkehrung: 

arc cotg H/ == a: und 



arc tg H/ = 



7t 



= H' 
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wo n wieder eine ganze Zah.1 vorstellt, iolgt, 
da£ dem gleichen Kotangenwert w un- 
endlich viele Bogen JC, JC + jt, jc -f 2;r 
usw. entsprechen. S. obige Zeichnung. 

Erkl. 196. Nehmen wir 

H' = 0,364, so ist jc = 70°; denn 
ctg 70« = 0,364; ebenso groC ist tg 20®; also: 
arc ctg 0,364 = TO^ ; arc tg 0,364 = 20"; 

daher 

cotg 0,364 -f arc tg 0,364 = 90° (= ^Y 



somit ist: 



7t 



arc 
somit muB sein: 



7C 



arc ctg 0,364 = - — arc tg 0,864. 



arc cotg w=~ — sLTetgw,.M 110 

Ist der absolute Wert von w 
kleiner als die Einheit, so setzen 
wir f iir arc tg w nach der Formel 
No. 107: 

arctg»*' = w — 0'*'^+ R*^^ — '^^^ 

3 5 7 

und erhalten damit: 



arc cotg w = ^ — w + ^w^ — ^w^-^-w^ • - • 

ffir —l£w^ + l .^111. 

"Qbersteigt dagegen der absolute 
Wert von w die Einheit, so be- 
niitzen wir zur Entwicklung von 
arctgH/ die Formel No. 109 
erhalten damit: 



und 



arc cotg w = — 






fOr w>l und tv< — l . . .AS112 



Aufgabe 487. Berechne arctgl. 

Erkl. 197. Leibniz, deutscher Philosoph 
und Mathematiker, lebte 1646—1716. 



Auf losung. Da arc tg 1 = - ist, 

so folgt aus der Arcus-Tangens- 
Reihe No. 107 fur 1^ = 1: 

Diese Beihe heiBt die Leibniz'sche 
Reihe. Weil dieselbe nur schwach 
konvergiert, so eignet sie sich nicht 
zur Berechnung der Zahl tt. 



Aufgabe 488. Aus der Leibniz'^chen 
Reihe soil eine starker konver- 
gierende gewonnen werden. 



Auf losung. Aus der obigen Reihe 
bilden wir: 



f=(-i)+a-i)+a-A) 



3 — 2 7 — 5 . 11 
1-3 "•" 5-7 "*" 



1-3 b-7 



911 

9 



-h 



+ 



911 



WKmta 
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Daraus folgt jetzt: 



7t 



' + ' 



8 13 ' 5 7 9 II 13 15 



\T+iA^+--- -^SlU 



Aufi^abe 4S9. Berechne den Wert 
von X va. x^ arc tg -7=. 

ys 



Auflosune. Da tg;r = -7= ist, 
haben wir hier v=-j^ u. •* = 5^; 

Erkl. 198. Der franz. Mathematiker V^ 

Lagny borechnete 1719 mit der neben- ferner liefert die Arcus - Tangens- 

stehenden Reihe die Zahl n auf 127 jj^jj^^ ^^ ^Qy j^^. 
Dezimalen. 






=f=l>'^3-|.(|y3)'4.(|y3)-i.(|y3)V- 

3' 3 3*~'~5 3» 7 3*''" 
3' I 3-3^5-3* 7-3»^ / 



jr=2y3 



'+A-.- 



Daraus ergibt sich jetzt weiter: 
1 



3 3 ' 5-3« 7 3 



-3 + 



3* j 



\ M\\h 



Diese Beihe heiBt die Lagny'^ohe 
Beihe. 



Aufgabe 490. Beweise, daB 
-- = arc tg ,y + arc tg -5- ist. 



Auflosung. Setzen wir 
tg j: = -^ Oder * = arc tg -^ 

tg •'^i = q^ Oder JCi = arc tg ^ , 



so wird 



tg (* + Jfi) 



^ tg-c + tg-y, ^ 

1 — tgJCtg^Cl 



2^3 

_1 1 
23 






Haas, Der binomische Lehrsati. 



23 
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Die cyklometrischen Reihen. 



Dies gibt 
arc tg 1 = ^ + Xi = arc tg 



+ arc tg g^; 



da aber auch 



arc tg 1 = 



7t 



sein mufi, so ist 

j==arctg2^ + arctg g^ **Sll6. 



Aufgabe 491. Es soil mittelst der 
vorigen Formel eine neue Reihe fiir Auf losiing. Nach der Arcus- 
7t abgeleitet werden. Tangens-Reihe No. 107 erhalten wir 

fiir 1^ = ^^, bez. -^\ 



4 V2 3-2»~^5-2* 7-2'"^ 

VS 3-3' '^•^^ 7.07 ' 



5-3» 7-3 



) 
•) 



oder 



4~\2^3/ 3\2»^3V 5\2*^3V 



SfllT 



Diese Beihe heifit die Beihe 
von Euler. 



Aufgabe 492. Beweise, daB 



| = 4arctg|— arctg^lg 



ist. 



Auflosung. Aus 
tgjc = --; folgt JC = arctg-^ 

Ferner: 



_ 2tgJC _ 5 _ 5 



tg2J: = , ,,, 



1 — tg*A: ,_J_ 12 

25 



und 



,^,^_ 2tg2x _ 6 



^ 120 

25^ 119 
144 



Entwicklung der unendlichen Reihen. 
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Hieraus ersehen wir, daB 
tg4JC>l und 4:X>^ ist; 

der Unterschied zwischen 4jc und 

— kann aber nicht groB sein; be- 

zeichnen wir denselben mil d, so 
wird 

4JC = 4 + rf und 4JC — rf=^ 
4 4 



und 



7t 



d=^4x-f. 



deshalb mufi sein: 



tgrf=tg(4*-j) = - 



tg 4 a: — tg 



7C 



It 



+ tg4JCtg^ 



120 
119 



— 1 



, , 120 , 239' 
^ + il9*^ 

daher hat man 

1 7t 

arc tg rx^ == rf und wegen 4 Jc — rf = — : 
4arctgg^ — arctggg^ = |^ Jk^llS 



Anfgabe 493. Mittelst der vorigen 
Formel soil eine weitere Reihe fiir 
7t gefunden werden. 

Erkl. 199. M a c h i n, ein englischer Mathe- 
matiker benutzte 1706 die nebenstehende 
Reihe zur Berechnung^ von n auf 100 De- 
zimalon. 



AuflosuDg. Nach der Areus- 
Tangens - Reihe No. 107 erhalten 
wir fiir 



V- ^, bez. 2gg 



sof ort : 



£r_,/l 1_, _1 ! , \ 

4 \h 3 6*^6 5* 7 6'"^ / 

— (— 1 U- ^ J J&WQ 

\239 3 239'^ 6 239* / 

Diese Reihe heiSt die Reihe 
von Machin. 
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Die cyklometrischen Reihen. 



Aufgabe 494. Bereche tt mittelst 
der Machin'schen Beihe auf 8 De- 
zimalen. 



Erkl. 200. 

1 



= 0,2000000000 



9.5 
1 



= 0,0000640000 
3 = 0,0000000569 



5.5» ' 
1 



13.5 



^ = 0,0000000001 

0,2000640570 
— 0,0026684972 

0,1973955698 = arctg ^ 



Auflosung. 

1 



3-5« 
1 



— 0,0026666667 



7-5 
1 



■z = — 0,0000018286 



— -. - -r, = — 0,0000000019 



11-5 



0,0026684972 



Weiter erhalten wir: 



239 
1 



3 • 2392 



= 0,0041841004 



= — 0,0000000244 



0,0041840760 = arc tg 



289 



Erkl. 201. Die Irrationalitat der Zahl --r 
hat der deutsche Mathematiker Lindemann 
im Jahre 1872 nachgewiesen. 

Erkl. 202. Die wichtigsten Eeihen 
der 4 letzten Abschnitte stammen aus den 
Jahren 1668 — 1676 von Mercator, New- 
ton, ( f r g o r y , L e i b n t z und E u 1 e r. 
Siehe Reiff, Geschichte der unendlichen 
Keihen. Tubingen 1899. 



Somit folgt 
- = 4arctg- 



arctg 



239 



= 0,7895822392 
— 0,0041840760 

= 0,7853981632 

und daraus 

^ = 3,14169266 .^^120 



4. Ungeloste Aufgaben. 



Aufgabe 496, Beweise, daB 
arc ig .^ arctg 1. = . ist. 

Aufgale 496. Ebenso daB fur 
echt gebrochenen Werte von (i\x.b 

arc tg fl + arc tg c? = arc tg yzT^h 



Aufgabe 497. Ebenso, daB fiir ein 
echt gebrochenes o. und fiir 

* = ! + « 

arc igci -\- arc tg b ==^ 

4 

ist. 



UngelQste Aufgaben. 
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Aufgabe 498. Beweise, dafi 
4 V 3^5 / 



+ 



J l — g 1 /I — oV 
U + fl 3\1+V 



Aufgabe 499. Beweise, daB 
2arctg g- + arctg'Y = ^ ist. 



Aufgabe 500. Beweise, daB 



Sarctg-g— arctg-^ = ^ ist. 



Aufgabe 501. Beweise, dafi 
arc tg 2^ + arc tg — + arc tg g^ = ^ 
ist. 

Aufgabe 502. Leite aus jeder 
dieser Gleichungen eine Keihe fiir 

— ab. 
4 



XII. Formelverzelchnis. 



I. Binomischer Lehrsatz. 



Formel 1. 

(a + *)« 

(a + b)^. 
(a + *)* - 
(a + by 
(a + by 
(a + by ■■ 
ia + by. 

(a + by = 
(a + 6)10= 



a*-\-2ab-\-b* 

a* + 4fl*6 + 6a»6* + 4fl*« + ** 

a« + 6a*6 + I5a«6* + 20a»6» + 15fl*** + 6a** + 6« 

fl' + la^b + 21fl«6» + 35a**« + 35fl»** + 2la»6'' + 7a6« + 6" 

a« + 8a'* + 28a«*« + 56a**« + 70c*6* + 56c»** + 28a* *« 
+ 8a*' + *» 

c» + 90** + 36a'*« + 84a«*» + 126a*** + 326a*** + 84a'6« 
+ 36a«*'4-9a*» + *9 

a** + I0a»* + 45a«*« + 120a'*»+ 210a«** + 252a*** 
H- 210a**« + 120a«*' + 45c«*» + 10a*» + *»». Seite 2. 



Formel 3. 

1+2+3+4+ 



, „ n{n-\-\) 



l + 3 + 6 + 10+-+^p;2-- r"2-3~~ 

/i(rt+lX«+2) /i(n+l)(rt+2X/»+3) 



1+4+10+20 H h 



1-2-3 



1-2-3-4 



1+5+15+35 H h- 



fl(fl+lK«+2)(rt+3) /i(/i+l)(/i+2)(/i+3X«+4) 



Formel 3. «! = 1 • 2 • 3 



1-2-3-4 
n. Seite 18. 



1-2-3-4-5 



asw. 



Seite 12. 



Formel 4. 






n{n — \){n — 2 ) . ^. ( /» — /•+ 1) 
1 • 2 -3 . . . r 



. Seite 24. 
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Formel 6. "(n - m-2h..in-r+l) _ Q ^^ ^ „^^ ^^^ 263. 

Formel 6. („!_;) = (") Seite 24. 

Formel 7. (^ " j) + (") = ("!') ^"« 2^' 
Formel 8. (a + *)«=a» + (J)fl"-i* + @a"-**«+- • + (")a— '■6''+- 

+ (n ^ l) <^*"~^ + *" Seite 31. 

Formel 9. (a-by^a"- Q)a''-^b-\-Q)a''-'b^- (^a''->b>+ ■ ■ ■ ■ 

+ (— l)''(")a"-'6''+H K— 1)"*". Seite 32. 

Hier bedeuten n und r ganze positive Zahlen. 



II. Polynomischer Lehrsatz. 

Formel 10. Fiir P=a-\- b-\-c + d-\ wird 

Pi = 2a* -\- 2:Sab, wobei 2a* = a* + b* + c* ■}- d^ -\ 

22ab=2iab + ac-\-ad-\ ^bc-{-bd-\ \-cd-\ ) Seite 46. 

Formel 11. P' = 2a^ + 3^a*b + 62abc, wobei 

:?a» = a» + 6» + c» + </«H 

32a*b = Sia*b-\-a*c-\ |-A«<:+6*rfH \-c*d-\--) 

62abc=6(abc-\-abd-\ [-bcd-\ ) Seite 47. 

Formel 12. P* = ^a* + 4^fl«6 + 6^a*b* + 122a*bc -\- 2^2abcd. S. 48. 

Formel 13. /** = ^a* + 5^c*6 + lO^fl'** + 2Q2a'^bc + m2a*b*c 

+ m2a*bcd + V202abcde. Seite 48. 

Ft I 

Formel 14. P« = -^ , ^, ; ,, , a^ b^ cr d^ e' . . . ., wobei 

« = 0, 1, 2, 3 ... /I 
/^ = 0, 1, 2, 3 . . . /z 



« + r^' + r -r *^ -r ^ H = ^'- Seite 53. 
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Hi. Allgemeine arithmetische Reihen. 

a) Reihen I. Ordnung. 

FormellS. j'„=ji+(rt— DAj. S.74. /„\ 

Formel 16. y„ = an + b. S. 74. *'*'*'"^* ^^ s = ny,^\^^J l^y. S. 77. 

Formein. s=^-^^^.n. S. 76. Formel 19. 5 = ««» + ^«. S. 77. 



b) Reihen 11. Ordnung. 
Formel 20. Aj'/.-i = Aj'i + (/» — 2) A*J'i. Seite 83. 

Formel 21. J- = J'l + (n — 1) A J'l + f* 7 •^) A *Ji., Seite 
Formel 22. Jb = an* + */z + c Seite 85. 



84. 



Formel 23. s = ny, + (^) A J'l + (3) A'j'i- Seite 
Formel 24. 5 = a/z» + fin^ -\- yn. Seite 90. 



88. 



c) Reihen III. Ordnung. 

Formel 25. A^F"-* = A'j'i + (« — 3) A'j'i- Seite 98. 

Formel 26. A J'» - 1 = A A + (« - 2) A ^A + (" 7 ^) A Vi • Seite 98. 

Formel 27. yn =y, + (« - 1) Aj'i + (" 7 ^) A^J'i + ("7^) A Vi- S. 99. 

Formel 28. yn = an^-\- bn} -\-cn-\-d. Seite 100. 

Formel 29. 5 = ny,+ @ A J'l + (3) A *J'i + (4) A 'yi . Seite 103. 

Formel 30. 5 = an* -f lin' + -/«* + ^«. Seite 105. 



d) Reihen rH^ Ordnung. 

Formel 31. A^yi = J'«+, - (7)j« + (3 V^-i " (3 V-* + •+(- l)"J'i 

Seite 109. 

Formel 32. A'"yn =yn+m - (f)yn+m-i + (f)y„+„-, f- (— iryn 

Seite 111. 
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Formel 33. 

Formel 34. yn = an'--\-bn'--^ + cn'^-*-i \-pn + q. Seite 113. 

Formel 36. A^n = a-rl Seite 116. 

Formel 36. s^ny,-{- Q Ay, + (") A^Vi + (4) A'!)'i+-+(;,_^ l) A^x 

S. 122. 

Formel 37. 5 = an'-+ ^ -\- (i /f -\- yn'— * + in'- « H \-xn. Seite 125. 



IV. Summenreihen und figurierte Zahlen. 

Formel 38. n^ Dreieckszahl = (" ^ ^) Seite 137. 

n^ Quadratzahl = n* Seite 138. 
n^ Fiinfeckszahl = ^^ ~- ^ S. 138. 
ntf Sechseckszahl = n(2n — 1) S. 138. 

^ ^ Seite 138. f 

Formel 39. n^ dreiseitige Pyramidalzahl = (^^^) Seite 139. 

nt? vierseitiffe „ „ = : Seite 140. 

ng fiinfseitige „ „ ="*^"Jlll Seite 140. 

n^m seitige „ „ ="^^^^^{5 — /» + «(/n- 2)} 

^ ^ Seite 141. f 

(/i-f-3\ S 
4 /I4H 

Summe der n ersten vierseitigen Pyramidalzahlen ^ 7^ ^* 

-^i^^ + ^^^+l^ Seite 145. 
Summe der n ersten f iiiifseitigen Pyramidalzahlen = q /z* 

"•■ iV' + 1 ''* "^ ^" Seite 146. 

/w — 2 
Summe der n ersten m seitigen Pyramidalzahlen = ^ n^ 

. m 14 — m 6 — /w oi -x i.it 

+ jo'^' + "24 ~ ^ + ~i2"~ ' ^ ^^^^^ ^*^- 
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Formel 41« n^ figurierte Zahl der 1^ Ordnung = /i 



2 ten 



W >J >» >» 



» >» » « ^ >» 



as „ =e + 2) 



» » »> »» 



*^ « ^C"^*""^)- S.153 



V. Interpolation. 

Formel 42. Interpolationsformel von Newton: 

Seite 162. 
Formel 43. Interpolationsformel von Encke: 

/(a + «u')=/(fl)+(J)//(fl + |) + {l)f"ia) + ("^ O-^^'C'^ + O 

+ (« + iy/K(^) + (« + 2yK(«+l^_^.... Seite 172. 

Formel 44. Interpolationsformel fiir die Mitte: 

/(" + 1 -) -/w + 1/' (<.+!)- 1/" W - ^'"(« + ^) + il/-^") 

+ 2i6/''('-+i)-r(li/''«+- Seit.175. 

Formel 46. Interpolationsformel von Lagrange: Wenn die GroBen J^i, 
•^2> -^3, -^4 den GroBen J'l, J^2» J^sy ^i entsprechen, so findet man die 
zu der GroBe x gehorige Zahl y durch: 

y = (-y — x^)(x — Xs Hx — x^) (X — Xi)(X-^Xs)iX — X^) 

(Xi - x^)(Xi —x^)(Xi—xy''^(x^ — xO(x^ — x^)(x^—xy^ 

(X — Xi)iX — X^)iX —X,) (X — X^)(X — X^)(X — Xt^) ^^^ 

iXs—x,)(Xs—x^Kx^—xy^'^(x^ — x,)(x^ — x^){x^^x^r^' 



VI. Unendliche Reihen. 

Formel 46, Satze iiber Konvergenz und Divergenz. 

1. Wenn in der geometrischen Beihe a -\- aq -]- aq^ -^ aq^ -\ 

der Quotient q absolut genommen kleiner als 1 ist, so kon- 

vergiert die Eeihe und die Summe hat den Grenzwert 5 = - — 

1-q 

In alien andereu Faileii t'.i vergiert die Keihe, Seite 191- 
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2. Wenn in der Reihe ^ + ^i + ^ H von einer angebbaren 

Stelle an der Quotient stetsumeineendlicheGroBe kleiner 

tin 

als 1, auch noch fiir /z = 00, so konvergiert die Beihe. S.209 

3. Wenn in der Beihe ^ + ^i + ^ H von einer angebbaren 

lln-\-\ 

stelle der Quotient — ^^ nicht kleiner ist als die Einheit, aucb 

^n 

fiir /z = 00, so divergiert die Eeihe. Seite 210. 

4. Wenn in einer Beihe ^o + ^i + ^ H niit nur positiven Gliedern 

der Wert des Quotienten — — - fiir /i = oo sich einer Grenze g 

lift 

nahert, welche kleiner als 1 ist, so ist die Beihe konvergent. S.214 

5. Wenn dieser Grenzwert g von — — - fiir n = oo groBer als 1 

isty SO ist die Beihe divergent. Seite 214. 

6. Wenn dieser Grenzwert g fiir n = 00 der Einheit gleich ist, so 
kann die Beihe konvergieren oder divergieren und es bedarf zur 
Entscheidung einer weiteren Untersuchnng. Seite 214. 

7. Wenn in der zu untersuchenden Beihe ^) + ^i + ^ H mit 

groBer als 1 ist fiir /z = CXD, so ist die Beihe konvergent. S.221. 

/ u„ \ 

8. Ist dagegen der Grenzwert des Ausdruckes n\ — 1/ kleiner 

als 1 fiir n = oo, so ist die Beihe divergent. Seite 221. 



liimes/Z) 



h- 



9. Wenn Limes /z 'I — -lr = l, so bedarf es weiterer Unter- 



suchungen. Seite 221. 

10. Eine Beihe mit positiven und negativen Gliedern konvergiert, 
wenn die andere Beihe konvergiert, welche dieselben Glieder 
aber mit lauter positiven Vorzeichen enthalt. Seite 226. 

11. Eine Beihe mit ab wechselnden Vorzeichen konvergiert, 
wenn das Anf angsglied endlich ist und die Zahlenwerte der Glieder 
mit wachsendem Stellenzeiger abnehmen und sich der Null als 
Grenze fortwahrend nahern. Seite 230. 

12. Sind tto + ^1 + ^ H «nd Vq + v^ + Vg H zwei konvergente 

Beihen mit lauter positiven Gliedern, so konvergiert auch die 
dritte unendliche Beihe m'o + ^i + ^•'s "I nait den Gliedern: 

M'o = «0 ^0 



und ihre Summe S" ist gleich dem Produkt SS' der beiden ge- 
gebenen Beihen. Seite 235. 
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13. Eine Potenzreihe a^ -\- UiX -\- a^x^ -]- - • konvergieft un- 
bedingt, weun von einer bestimmten Stelle ab der absolute 

Wert des Bruches — — ^.kleiner als 1 ist, d. h. fiir alle Werte 

von x^ deren absoluter Betrag kleiner ist als der absolute Wert 

an 
des Bruches . Seite 238. 

14. Wenn in einer Potenzreihe flo + ^i-^ + ^2-^* + ' • * der absolute 

Wert des Bruckes - — bei unendlich wachsendem n sich der 

Grenze ^ nahert, so konvergiert die Reihe unbedingt fiir solche 
Werte von Jf, welche zwiscben -f- ^ uiid — /- liegen. Die Palle 
x= -\- I und x = — I bediirfen noch weiterer Untersuchung.S.239 



VII. Entwicklung der Funktionen m unendiiche Reihen. 

. .« T,.. A + Bx-]-Cx*-\ h/?JC" , , . , 

Formel 47. Fur j^^^ b,x+ Qx^+.-. + Q^x'" = ^0 + a,x + a^x^ + ■ ■■ 

ist OqAi^ A 

aoBi +aj^Ai = B 

Oo Q + ffi fii + flj^i = C 

ffo A + «i Q + fl« B^ + asAi = D 

Seite 253. 

Formel 48. (1 + J^)« = 1 + (J)j^ + (2)^^*+ (3)^^' + • • • 

fiir jeden reellen Wert von n und fiir jedes x zwischen 
— 1 und +1. Fiir JC = + 1 muB — l</z< + oo und 
fiir JC = — 1 muB < /i < + 00 sein. 

Formel 49. (a + *)" = a" + (J)fl''-^* + (g) a— 2*« + 

fiir jede reelle Zahl /r, wenn a^ > b^ ist. Seite 270. 

P.™.i w. a+.y._i+|,-l.i..+|.l.|.._|.i.|.|.. 

O. Jli Om 

Formel 51. (1— ;c)'«=l— J-jc— i-^jc»— i--* • ^ jc»— -• ^--^- -jc* 

2 24 246 2468„„_„ 

S. 2/3. 
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F.rni.1 53. (l-.)-..=l + i,+A.|,.+ i.|.|x.+l.f|.l^+^^ 

Formel 60. d"') '=1-3^- 3 6^'- 3 -6- 9^'- 3-6 9 is^^-^ 

S. 274 

w^ 1 »»/»/-. I Nm -111 ''^ "" 1 ») 1 (^ 1)(2/W 1) ^ 

Formel 66. (l +^0" = 1 + -;:_—,-.:-'+ - 2^3^^' 

(/n — l)(2m — l)(3/n-l) . , „ .^ „. 



VIM. Die Exponentialreihen. 

Formel 57. Die Basis e des natiirlichen Logarithmensystems berechnet 

sich aus: e=l ~i~T+^"t-^ + Xf-^*' Seite 284. 

Formel 58. e--= 2,718 281 828 459 . . . Seite 284. 

Forinel 59. ^' = 1+ Ti "f ol + Jf ' ' ' ' Seite 284. 

xlb , (xlby- , (xlby 



Formel 



60. *' = l^-iT T -i^ + ^^H Seite 285. 



Formel 61. b=l -r ^~ + ^ ^ j + ^'3*^' ~^ " • ^^^^ 285. 

1! loge ' 2! \loge) 3! \loge } 
Formel 63. Limes (1 + -)"=^. Seite 287. 

¥ormel 64. Limes i\^r^=e\ Seite 287. 

Formel 65. Limes ^^" = 1. Seite 292. 

jc = ^ 

Formel 66. Limes -"^ ~=la — lb. Seite 292. 

jc = ^ 
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IX. Die logarithmischen Reihen. 



Formel 67. hgb (1 + Jc) = Mb 



Formel 68. Fiir den Modul des Logarithmensystems von der Basis b gilt 

Mi = logie. Seite 299. 



Formel 69. logb (1 + Jc) = logtel x — yx« + ~x» - ^jc* H [ S. 



299. 



Formel 70. Die logarithmische Beihe: 

/(I + JC) = x—^x^ + -^JC" — ^x* H konvergiert fiir — 1< JC^ -f- 1. 

Seite 299. 

jp2 jpS jfi 

Formel 71. /(I — JC) = — x — — o" — "T konvergiert fiir x<Cl. 

Seite 300. 

Formel 72. /(i + z) = l.(^) + |.(^-A_y+1 .(_!_)%... . 

fiir jede positive Zahl z, Seite 301. 

fiir jede positive Zahl z. Seite 302. 
Formel 74. /(„ + z) = /« + 2|2^^ + |(2^^) +1(2^!^-) + • • • •} 



S. 302. 



fiir jede positive Zahl z. Seite 302. 
Formel 76. /(i+.) = 2 j-^^+K^) +i(^) +" 

Formel 76. /(.+ i) = /z+ gj^^ + |.^2^3 + i-(2^a + -j 

Seite 302. 
Formel 77. 



— A. .} //*_J_ l^_l_ //y-L 1^ I 



^ 



Formel 75 u. 76 gelten fiir jede positive Zahl z; Formel 77 fiir 2> 1. S.303. 






Formel 78. Mi = -l, M^^ = 7^ Seite 313. 
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Iz 
Formel 79. ^SbZ=^ jv. Seite 313. 

Formel 80. iWio = 0,434294481903 . . . ; logMio = 0,6377843l' — 1 S. 313. 

4 

Formel 81. /oigko (1 + * = M^o \x — y-^* + y*' — • • 



Seite 314. 



Formel 82. 



logioii—x) = — Afioi* + Y+y + 



{■ 






Seite 314. 



Formel 83. logio 



l+^-OVM i 



2Afio^ + ^ + ^ + ^ + --- 
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Formel 87. Fiir den sehr kleinen Brach — ist 

n 

log{n-\-d) — logn = Mia-— Seite 316. 

Formel 88. Fiir eine groBe Zahl n und kleine Zahlen d und d^ ist: 
[log{n + d)--hgny\hg{n + d,) — hgnS^ = \^n + d) — n>^ 

Formel 89. Fiir die groBe Zahl n und den echten Bruch q ist: 

log {n-\'q) = logn + q ^g (/z + 1) _ logri^. Seite 316. 



X. Die goniometrischen Reihen. 
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Formel 91. Limes - ^^^ ~ ^^"-^ = cos x. Seite 326. 
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Formel 92. Limes ^^~ ^-^^ = - sin x, Seite 327. 

Formel 93. Limes *"~ ■*'- = /z;c' - ' Seite 327. 
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Formel 94. sin Je = *-|j + ^J-^H h (- 1)"-^ • ^g^_.^^, I - S. 331 
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Formel 94 und 95 konvergieren fiir jeden beliebigen Wert 
von JC; - oo<JC< + oo. 

Formel 96. tg JC = ;c -f ^ + :^x^ + ;,^ jc' H Seite 336. 
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XI. Die cyklometrischen Reihen. 

1 z^ 1 • 3 z^ 1 • 3 • 5 i?^ 
Formel 101. arc sin ^ = ^ + -^ '3 + 27^-^ + 274 . 6"y+'" S. 343. 

Formel 102. arc sin z = z+|z^^ + ^^^z^+ -^z' + J-z»+|f-zU-^^. 

Formel 101 und 102 konvergieren fiir jeden Wert von z 
zwischen — 1 und + 1 mit EinschluB der beiden Grenzen. 
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Formel 103. arccosi/= -^ arc sin ^. Seite 346. 
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Formel 117. Euler'sche Reihe: 
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Terlog von L. t. Yan^erow in Bremerhayen. 

L Mathematik. 
(Grimdrechiiiiiigsarteii, Algebra, Geometrie, Stereometrie, Astronomie, Nautik). 

Lehrbuch der Grundrechnangsarten. Erstes Buch: Das Rechnen mit unbe- 
nannten ganzen Zahleu. Mit 71 Erkl. und einer Sammlung von 667 gelosten 
und imgeldsten analogen Aufgaben. Nebs't Resultatcn der ungelosten Auf- 
gaben. Bearbeitet uach System Kleyer von A. FrOmter. Preis: Mk. 3, — . 
Geb. Mk. 4.—; in Schuleinband Mk. 8.80. 

Lebrbnch der Grundrechnangsarten. Zweites Buch: Das Rechnen mit be- 
nannten Zahlen. Mit 30 Erklarungen und einer Sammlung von 618 gelosten 
und ungelosten analogen Aufgaben. Nebst Resultaten der ungelosten Auf- 
gaben. Bearbeitet nach System Kleyer von FrSmter und Nenbliser. Preis: 
Mk. 3.—. Geb. Mk. 4.—; in Schuleinband Mk. 8.80. 

Lebrbnch der Grnndrcehnnngsarten. Drittes Buch: Das Rechnen mit nn- 
benannten gebrochenen Zahlen. (Die gemeinen Brflche und die Dezimal- 
brflche.) Mit 260 Erklarungen und einer Sammlung von 309 geldsten und 
ungelosten Aufgaben. Nebst den Kesultaten der ungelosten Aufgaben. Be- 
arbeitet naeh System Kleyei;;von J. Gl Maier. Preis: Mk. 3. — . Geb. Mk. 4. — . 

Lebrbnch der Gmndrechnimgsarten mit BnehstabengrOssen (Elemente der Buch- 
stabenrechnung), der Verhfiltnisse und Froportionen. Erster Teil: Mit 
einer Sammlung von 478 gelosten und analogen ungelosten Aufgaben und den 
Kesultaten der letzteren. Bearbeitet von Prof. H. Staudacher. Preis: Mk. 5. — . 
Geb. Mk. 6.—. 

Lebrbnch der Grnndrechnungaarten mit BuchstabengrOssen. Zweiter Teil: 
Elemente der Zahlenlehre. Dezimal- und Kettenbtficbe und Rocbnung mit 
nnvollstfindigen Zahlen. Mit einer Sammlung von 277 gelosten und analogen 
ungelosten Aufgaben. Nebst den Resultaten der letzteren. Bearbeitet von 
Prof. Hans Staudacher. Preis: Mk. 6. — . Geb. Mk. 6. — . 

Lehrbnch des bfibrgerlichen nnd kanfmftnniscben Rechnens. Erster Teil: Die 
Schluss- nnd Kettenrechnnng (die einfache und zusammengesetzte Regeldetri^ 
nnd der Reesische Satz) nebst Anwendungen. Mit 100 Fragen, 326 Er- 
klarungen, 63 Anmerkungen, 1260 Aufgaben, 18 Figuren, den Ergebnissen 
der nicht gelosten Aiifgaben und einer Mlinz-y Mass- und Gewichtstabelle. 
Zuui Selbststudium, Nachschlagen, sowie zum Schulgebrauch bearbeitet nach 
System Kleyer von Dr. Richard Olbricht. Preis: Mk. 4.60. Geb. Mk. 6.60. 

Lehrbnch des bflrgerlicben nnd kanfmftnniscben Rechnens. Zweiter Teil: 
Die Prozent- nnd Zinsrechnung nebst ihren Anwendungen, mit Einschlnss der 
Diskontrechnung, der Terminrechnung, der Kalkulationen nnd Kontokorrentc. 
Mit 130 Fragen, 444 Erklarungen, 27 Anmerkungen, 1620 Aufgaben, zahl- 
reicheo schematischen Figuren, einem Formelverzeichnis, einer Fristen- und 
Zinsenberechnungstabelle, sowie den Ergebnissen der nicht gelosten Aufgaben. 
Bearbeitet von Dr. R. Olbricht. Preis : Mk, 6.—. Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbuch der ZinseszinR- nnd Rentenrechnung oebst einer Sammlung von 626 ge- 
I5sten und ungelosten analogen Aiifgaben aus alien Zweigen des Berufslebens. 
Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 6.—. Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbnch der Potenzen nnd Wnrzeln nebst einer Sammlung von 3206 gelosten und 
ungelosten analogen Beispielcn. Yon Adolf Kleyer. Preis: Mk. 6. — . Geb. 
Mk. 7.—. 

Lehrbnch der Gleichnngen des 1. Grades mit einer Unbekannten. Sammlung von 
2381 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, grosstenteils in voUst&ndig ge- 
Idster Form, erlSutert durch 230 Erklfirungen und 26 in den Text gedruckte 
Figuren. Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 8. — . Geb. Mk. 9. — . 



Verlag von L. v. Vangerow in JUremeriiayen. 

Lehrbuch der Gleichungen des 1. Grades mit mehreren Unbckannten. Samm- 
lung von 905 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben, giossenteils in yoU- 
standig geloster Form, erlautert durch 403 ErklarungeD und A DmerkungeiL 
Nebst Re8i4taten der ungelosten Auf gaben. Von Otto Prange. Preis : Mk. 7. — . 
Geb. Mk. 8.—, 

Lehrbach der nnbestimmten Gleichungen des 1. Qrades. (Qiophantische Gleichun- 
gen.) Sammlung von 374 Zahlen-, Buchstaben- und Textaufgaben in voll- 
standlg geloster Form und zahlreichen Erklarungei^ und Erlauterungen. Nebst 
den Abhandlungen des Bachez de M^ziriac, im franzosiscben Origlnale mit bei- 
geftigter deutscber tJbersetzung. Bearbeitet zum Teil nach System Klejer 
von W. Fr. SehOler. Preis: Mk. 4.60. Geb. Mk. 6.50. 

Lehrbach der Gleichungen des 2. Grades mit einer Unbekannten (Quadratische 
Gleichungen). Sammlung von 1650 Zahlon-, Buchstaben- und Textaufgaben, 
grossenteils in vollstandig geloster Form, erliiutert durch 872 Erklarungen und 
53 Figuren. Nebst Resultateu der ungelosten Aufgaben. Von Dr. Aug. Blind. 
Preis: Mk. 10.—. Geb. Mk. 11.— . 

Lehrbach der Gleichungen des 2. Grades mit zwei and mehreren Unbekannten. 
(Quadratische Gleichungen.) . Sammlung von 361 Zahlen-, Buchstaben- und 
Textaufgaben, grossenteils in vollstandig geloster Form. Mit 185 Erklarungen 
und 8 in den Text gedruckten Figuren. Von Prof. Conrad Metger. Preis: 
Mk. 4.—. Gob. Mk. 6.—. 

Lehrbach der Gleichungen 8. und 4. Grades, nebst der trigonometrisehen AaflSaong 
der Gleichungen 2. Grades. Sammlung von 253 Zahlen-, Buchstaben- und Text- 
aufgaben, grossenteils in vollstandig geloster Form. Mit 251 Erkl&rungen und 
10 in den Text gedruckten Figuren. Von ,Prof. Conrad Metger. Preis: 
Mk. 6.—. Geb. Mk. 7— . 

Lehrbach der Kdrperberechnangen. E r s t e s B u c h : .Mit vielen gelosten und 
ungelosten a^alogen Aufgaben nebst 184 Figuren. Zweite Auflage. Von 
Ad. Kleyer. Preis : Mk. 4. — . Geb. Mk. 6. — . 

Lehrbach der KOrperberechnnugen. Z whites Buch : Eine Sammlung von 
772 vollstandig gelosten und ungelosten analogen Aufgaben nebst 742 Erkla- 
rungen und 256 in den Text gedruckten Figuren. Von Ad. Kleyer. Preis: 
Mk. 9.—. Geb. Mk. 10.—. 

Lehrbach der Aasgleichsrechnung nach der Methode der kleinstcn Quadrate. Mit 
62 gelosten und ungelosten analogen Aufgaben, mit den Ergebnissep der unge- 
losten Aufgaben, 29 Erklarungen und 17 in den Text gedruckten Figuren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. K. J. Bobek. Preis: Mk. 6.-r-. Geb. 
Mk. 6.—. 

Lehrbach der Wahrscheinlichkeitsrechnnng. Mit 303 gelosten und ungelosten ana- 
logen Aufgaben, mit den Ergebnissen der ungelosteiji Aufgaben, 68 Erklarungen 
und 27 in den Text gedruckten Figuren. Von Dr. K. J. Bobek. Preis : Mk. 6. — . 
Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbuch der arithmetischen . und geometrischeii Progressionen, der zusammen- 
gesetzten-y harmonischen-, Ketten- und Teilbruchreihen, nebst einer Sammlung 
von iiber 400 gelosten und ungelosten analogen Aufgaben. Von Ad. Kleyer. 
Preis: Mk. 4.—. Geb. Mk. 5.—. 

Lehrbach der Konihinatorik. Ansffihrliche Darstellnng der Lehre von den kombi- 
natorischen Operationen. (Permutieren, Kombinieren, Vari* 
ieren). Mit 506 gelosten und analogen ungelosten tTbungsbeispielen nebst 
den Eesultaten der letzteren. Von Prof. H^ Staudacher. Preis: Mk. 6. — . 
Geb. Mk. 7.—. 
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Lcbrbuch der Logarithmeo oebst einer Sammlung von 1996 gelosten und ungelosi^D 
analogen Beispielen. Von Ad. Klcyer. Preis: Mk. 4. — .' Geb. Mk. 6. — . 

Fflnf fitellige . korrekte Logarithmentafeln nebst einer trigonometrischen Tafel und 
einer Anzalil von anderen Tabellen. Von Ad. .Kleyer. Preis: in einfachem 
Leineneinband Mk. 2.60. 

Vieratellige logarithmische Tafeln der naiiirlichen nnd trigonometrischen Zahlen 
nebst den erforderlichen Hilfstabelten. Fiir deh Schulgebrauch und die allge- 
meine Praxis bcarbeitet von E. R. Mllller. Preis: kartonniert 60 Pfg. 

Lehrbncb der Integralrechnung. Erster Teil: Mit einer Sammlung von 592 
gelosten Aufgaben. Fiir das Selbststudiujn, zum QlBbrauob an Lehranstalteu, 
sowie zum Nachschlagen von Integrationsformeln und -Regeln. Bearbeitet 
nach eigenem System und im Anschluss an das Lehrbuch der Differential- 
rechnung. . Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 10. — . GeU Mk. 11. — . 

Lehrbncb der Integralrechnung. Zweiter Teil: Anwendung der bestimmten 
Integrale auf Quadratur, Kektifikation, Komplanation und Kubatur, sowie auf 
zahlreiche geloste praktische Aufgaben aus der Mechanik nnd.Technik. Mit 
245 vollstandig gelosten Aufgaben, 163 Figuren und 137 Erkl&rungen, nebst 
ausfuhrlichem Formelverzeichnis. Zum Selbststudium und ziun Gebrauch an 
Lehranstalteu bearbeitet von Prof. Dr. Haas. Preis: Mk, 9. — . Geb. Mk. 10. — . 

Lehrbnch der Differentialrechnung. Erster Teil: Die einf ache und wieder- 
hoite Differentiation ezplizieter Fnnktionen von einer unabhfingigen Variablen. 
Ohne Anwendung der Grenzen und der Nullen-Theorie und ohne Vernach- 
Ifissigung von Grosseh. Nebst einer Sammlung geloster Aufgaben und Formel- 
verzeichnis. Ztreite Auflag^. Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 5. — . Geb. Mk. 6. — 

Lehrbncb der Differentialrechnung. Zweiter Teil: Die vollstftndige Diffe- 
rentiation entwickelter und nicht entwiekeltcr Funktionen von einer nnd von 
mebreren reellen Verftnderlicben. Reibenentwickelnngen, nnbestimmte 
Formen, Maxima und Minima. Nebst 352 gelosten Aufgaben, 78 Figuten, 280 
ErklSrungen umdeinem Formelverzeichnis. Bearbeitet von Prof. Dr. Haas. 
Preis: Mk. 8.—. Geb. Mk. 9.—. 

Lehrbncb der Differentialrechnnng. DrittecTeil: . Anwendung der Diffe* 
rentialrechnung auf die ebenenKnrven. Nebst 425 gelosten Aufgaben, 164 Fi- 
guren, 138 Erklfirungen und einem Formelverzeichnis. Bearbeitet von Prof. 
Dr. Haas. Preis : Mk. 7.—. Geb. Mk. 8.—. 

Einfahrung in die Funktionenthcorie. Ergftnzung zn den Lehrbflchern der Diffe- 
rential- nnd Integralrechnung. Mit 23 Figuren. Von Dr. W. Ldska. Preis: 
Mk. 1.60. In einfachem Leinenband Mk. 2. — . 

Lehrbuch der angcwandten Potcntialtbeoric. Mit 588 Erklarungen und 47 in den 
Text gedruckten Figuren, nebst einer Sammlung von erlautemden Beispielen 
und tJbungsaufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von Dr. H. Hovestadt. 
Preis: Mk. 7.~. Geb. Mk^ 8.—. 

Lehrbuch des Rcchnens mit imaginSren und komplexen Zahlen. Mit 221 £rkl&- 
rungen und 38 in den Text gedruckten Figuren. Mit einer Sammlung von 269 
gelosten und tin gelosten analogen Aufgaben nebst den Besultaten der unge- 
lost en Aufgaben iind cincm Formelverzeichnis. Bearbeitet nach System Kleyer 
von Richard Kriiger. Preis: Mk. 5. — . Geb. Mk. 6. — . 

Lehrbuch der Determinanten und deren Anwendungen. Erster Teil: Mit 
einer Sammlung von 460 gelosten und ungelosten Aufgaben, mit den Ergeb- 
nissen der letzteren, nebst 226 Erklarungen. Bearbeitet nach System Kleyer. 
Von Dr. G. Wcichold. Preis : Mk. 10.—. Geb. Mk. 11.—. 



Verlag von L. v. Vangerow in BremerhaTen. 

Lehrbnch der planimetriBchen Konstruktionsanfgaben, geldst darch geomeiarische 
Analysis. Zweiter Tell: Anfgaben, gelSst mit Anwendung der Fro- 
portionenlehre. Mit 1327 gelosten iind ungelosten Aufgaben, 126 Anmei- 
kungen, 100 Erklaningen und 174 Figuren. Bearbeitet von £. R. M&ller. 
Preis: Mk. 4, — . Geb. Mk. 5. — . 

Lehrbach der planimetrischen KonstruktionsanfgabeB, gel5st dnrch geometrische 
> ^alysifl. DritterTeil : Verwandlungs* und Tcilungsanfgabeny sowie Auf- 
gaben fiber ein- and nmbescbriebene Fignren. Mit 510 gelosten und ungelosteu 
Aufgaben, 40 Anmerkungen, 72 Erklaningen und 54 Figuren. Bearbeitet von 
Prof. E. R. MflUer. Preis : Mk. 2.—. Geb. Mk. 3.—. 

Lebrbnch der analytiscben Geometrie der Ebenc. Erster Teil: ABalytisi-he 
Geometrie des Punktes nnd der Geraden. Mit einer Sammlung von 100 Aut- 
gaben, 206 gelosten tTbungsaufgaben und 92 in den Text gedruckten Figuren. 
Fiir das Selbststudium und zum Gebrauch an Lehranstalten bearbeitet nach 
System Kleyer von Prof. Heiur. Cranz. Preis: Mk. 6. — . Geb. Mk. 7. — . 

Lehrbuch der analytiscben Geometrie der Ebcne. Zweiter Teil: Analytische 
Geometrie der einzelnen Linien zweiten Grades, Mit einer Sammlung von 115 
Aufgaben, 286 gelosten tTbungsaufgaben und 200 in den Text gedruckten Fi- 
guren. Bearbeitet nach System Kleyer von Prof. Heinr. Cranz. Preis: 
Mk. 8.—. Geb. Mk. 9.—. 

« 

Lebrbueh der Vermessnngskundie (Geodftsie). Mit einer Sammlung von 153 ge- 
losten Aufgaben und angewandtcn Beispielen, zahlreichen Erklaningen und 
481 in den Text gedruckten Figuren. Unter Beriicksichtigung des Selbst- 
unterrichts fur Geometer-Eleven, Studierende des Bau-, Berg- und Ingenieur- 
Faches, sowie zum praktiscben Gebrauch filr Feldmesser, Kulturtechniker, 
Katasterbeamte usw. Von Dr. W. L&ska. Preis: Mk. 10. — . Geb. Mk. 11. — . 

Gescbichte der Geometrie fCLr Freunde der Mathematik gemeioverstandlich darge- 
stellt von Richard Klimpert. Mit 100 in den Text gedruckten Figuren. Preis : 
Mk. 3.—. Geb. Mk. 4.—. 

Das apoUonische Berlihmngsproblem und verwandte Aufgaben. Sammlung von 
163 gelosten und ungelosten Aufgaben und 200 Figuren. Zur Erganzung des 
Schulunterrichts und zum Selbststudium. Nach System Kleyer durchaus neu 
bearbeitet. Zweite Auflage. Von Prof. Heinr. Cranz. Preis: Mk. 6. — . 
Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbuch der ebencn Trigonometric. Eine Sammlung von 1049 gelosten, oder mit 
Andeutungen versehenen, trigonometrischen Aufgaben und 178 ungelosten, 
oder mit Andeutungen versehenen, trigonometrischen Aufgaben aus der ange- 
wandtcn Mathematik. Mit 797 Erklarungen, 563 in den Text gedruckten Fi- 
guren und 65 Anmerkungen nebst einein ausfiihrlichen Formelverzeichnis von 
uber 500 Formeln. Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 18.—, Geb. Mk. 19.50. 

Lehrbuch der Goniometrie (l^inkelmessungslehre) mit 307 Erkliirungen und 52 
Figuren nebst einer Sammlung von 513 gelosten und ungelosten analogen Auf- 
gaben. Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 7. — . Geb. Mk. 8. — . 

Lehrbuch dor piojektiTischen (neueren) Geometrie (Synthetische Geometrie^ 
Geometrie der Lage). Erster Teil: Elemente und Gnindgebilde. Pro- 
jektivitftt. Dualitflt. Nebst einer Sammlung geloster und ungeloster Auf- 
gaben, mit den Ergebnissen der letzteren. Mit 361 Erklftrungen und 97 Fi- 
guren. Von Prof. Dr. J. Sachs. Preis : Mk. 5. — . Geb. Mk. 6. — . 
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11. Physik, Elektrizitat, Chemie. 

Lehrbuch der allgemeinen Physik. (Die Grnndbegriffe nnd Grundsfitze der Physik.) 

Hit 540 Erklfirungen, 83 in den Text gedruckten Figureti und einem Formel- 
verzeichnis, nebst einei Sammlung von 120 geldsten und ungelosteti analogen 
Aufgaben, mit den Resultaten der letzteren und 28 in den Tejct gedruckten 
Figuren, Bearbeitet nach System Kleyer Ton R. Klimpert. Pireia; Mk. 8. — . 
Geb. Mk. 9.—. 

Lebrbucli liber daa spezifische Gewicbt fester, fliissiger und gasfdrmiger Kttrper« 
Mit 36 gelosten und analogen ungelosten Aufgaben, nebst den Kesultaten der 
letzteren und 28 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System 
Kleyer von R. EUmpert. Preis: Mk. 2. — . Geb. Mk. 3. — , 

Lehrbuch des Magnetismns nnd des Erdmagnetismns neb^t einer Sammlung von ge- 
losten und ungelosten Aufgaben, erlSutert durch 189 in den Text gedruckte 
Figuren und 10 Kartcn. Von Ad. Kleyer. Preis: Mk. 6. — . Geb. Mk. 7. — . 

Lehrbuch der absolnten Masse und Dimeasionen der physikalischen GrOssen. Mit 
545 Erkl&rungen und einer Sammlung von 561 gelosten und ungelosten Auf-> 
gaben, nebst den Ergebnissen der • ungelosten Auf gabeji. Bearbeitet nach 
System Kleyer von Dr. H. Hovestadl Preis: Mk. 6. — . Geb. Mk. 7.—. 

Lehrbuch der Statik flOssiger K5rper (Hydrostatik) mit 425 Erklttrungen, 300 in 
den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, nebst einer Samm- 
lung von 208 gelosten und analogen ungelosten Aufgaben. Be'arbeitet nach 
System Kleyer von R. Klimpert. Preis: Mk. 8. — . Geb. Mk. 9. — . 

Lehrbuch der Statik fester K5rper (Oeostatik) mit 291 Erklfirungen und 380 in 
den Text gedruckten Figuren und einem ausfiihrlichen Formelverzeichnis, 
nebst einer Sammlung von 359 gelosten und ungelosten analogen Aufgaben 
Bearbeitet nach System Kleyer von R. Klimpert. Preis : Mk. 9. — . Gbb. Mk. 10. 

Lehrbueh ilber die Percussion oder den Stoss fester K5rper. Bearbeitet nach 
System Kleyer von R. Klimpert. Preis: Mk. 3. — . Geb. Mk. 4. — . 

Lehrbuch der Elastizitdt und Festigkeit mit 212 Erklarungen, 186 in den Text ge- 
druckten Figuren und einem ausfiihrlichen Formelverzeichnis, nebst einer 
Sammlung von 167 gelosten und ungelosten analogen Aufgaben, mit den Kesul- 
taten der ungelosten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer von 
R. Klimpert. Preis : Mk. 5.50. Geb. Mk. 6.50. 

Lehrbuch der Dynamik fester Kttrper (Geodynamik) mit 690 Erklfirungen, 380 in 
den Text gedruckten Figuren und einem ausfiihrlichen Formelverzeichnis. 
nebst einer Sammlung von 500 gelosten und ungelosten analogen Aufgaben, 
mit den Eesultaten der ungelosten Aufgaben. Bearbeitet nach System Kleyer 
von R. Klimpert. Preis: Mk. 13.50. Geb. 14.50. 

Lehrbuch der Bewegung fliissiger KSrper (Hydrodynamik). Erster Band: 
Die Bewegungserseheinungen fliissiger Kdrper, welche aus den Boden- nnd 
Seitenwftnden von Gef ftssen, sowie durch R5hrenleitungen bei konstanter, sowie 
TeriLnderlieher Druckhdhe fliessen. Mit 434 Erkl&nmgen, mehr als 300 in den 
Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis nebst einer Sammlung 
von 220 gelosten und ungelosten Aufgaben und den Eesultaten der letzteren. 
Bearbeitet nach System Kleyer von R. Klimpert. Preis: Mk. 8. — . Geb. Mk. 9. — . 

Lehrbuch der Bewegung flflssiger KOrper (Hydrodynamik). Zweiter Band: 
Erste Halfte: Die Bewegungserseheinungen des Wasser in Kanftlen and 
Fltisseny sowie der dabei ausgeflbte Stoss und Widerstand. Mit 282 Erklarungen, 
mehr als 150 in den Text gedruckten Figuren und einem Formelverzeichnis, 
nobst einer Sammlung von 134 gelosten und finalotroii ungelosten Aufgaben, 
mit den PiOsultaten der letztorien. Bearbeitet nach System Kleyer top 
R. Klimpert. Preis: Mk. 5.—. Geb. Mk. 6.—. 
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Lehrbuch der Beweg^ung fllls^iger -Kdrper (fiydrodynamik). Zweiter Band: 
Zweite Halfte: yo|i der , Ai^nKendang der lebendigen ,£jn|ft des bewegten 
Wassers als Motor oder Bevreger. Mit 203 ]p]rklarung0n,,,88, jin den Text ge- 
druckten Figuren und einem Foprm^verzeichnis, neb^t, ^^^ei; Sammlung. von 
30 gelosten und analogen ufigielosten Aufgaben, mit.4^n.jle!^ultaten-der,letzte- 
ren. Befurbeitet i^apji , Systeiii Kleyer von B. KUmpert. Fieis : Mk. 3.50. 
Geb. Mk. 4.50. 

Lebrbucb der Beibung^elektrjadtfit .(F^il^tions-Elektriziflity statischen oder ruhenden 
Elektrisdtft), erlaiitert duitch 9B6 ]5;rk;laiumgen und 27a in den, X(^:]ct gedruekteo 
., Figuren^ neil^st ein,er SaTT^ir^lyng .g^loater und unge^oster Aufgaben. Von 
Ad. Kleyer. Freis: Mk. 7.^. Geb. Mk. 8.—.. 

Lebrbucb der Eontaktelektri^t^t ((Gf^lyanismiis) neb^^ jeiner Sammlung von get 
losten und ungelosten .Ajufg^ben^ iii% 73}. Erkl^rungen, 238 in dea Text ge- 
druckten Figuren ^nd eiz^^^i Fprm^lyer^^i^biLis. , B^arJ^qitet p^ch System 
Kleyer von Dr. Oscar May. Pr^is; Mk, 8,— . Hreb. Mk. 9. — ».. 

Lebrbueh d^ Indi|ktioAselektrizit$t ipid ibrer Anwendupgen ,(£lemente der Elektro- 

. . te^bilik). Mit 432 Erklaruj^gep. ^nd 213 in d?n Tepct gedruckten Figuren, 
nebst ^in^r Sfunmlung.g^l^Bte^ Av^^S&bcn. Bea^beitet jiach System Kleyer von 

.., Pr. Ad-I^reb^, ,rr^8;,3i^k. 6<-~-. (3eK MJc. 7.— . 

Ldirbncb der ^l(9k^r<>dypiMiukF . , E. r s t e, r, T e i 1 : Mit ,10^ in den. Text gedruckten 

M FigureA. BearJ;>^tet!^aeh System Kleyer vop Dr. Ospar May. Freis: Mk. 3. — . 
Geb. Mk. 4.—^:/.' .'.::> .... 

L^hvbncb. des Elekiirf>magi|ietis|iius. Mit 302 Erklaxungen,, ;152 in den Text ge- 
.dxuekten Figuren und,, feinem au9luhrUchen Formelverzeichnis/ nebst einer 
, . . Sainmlujog gelpster Au^gabeui:. .Bearbeitet nach System .Kjieyer von Dr. O. May 
., imd Ad« Krebs.. Freis; Mk. .4. 5Q. . .Geb. Mk. 5.50. 

Lehrbuch der reinen. und teehhlsdteii Chemie. Anorganische Experimental* 
Chemle. Erster Band. Die Metalloide. Mit 2208 Erkl&mngen, 332 
. ExpertiAenten und 366 in den Text 'gedruckten Figuren. Bearbeitet nacfa 
System Kleyer von Wilh. StelTeni Freis: Mk. 16.—. Geb. Mk. 17-— 

Lehrbuch der reinen und technischen Chemie. Anorganische Experimental- 
Chemie. Zweiter Band. Die Metalle. Mit 578 ErklHrungen 174 Experi- 
menten und 33 in den Text gedruckten Figuren. Bearbeitet nach System 
Kleyer von Wilh. Stelfen. Freis: Mk. 16. — Geb. Mk. 17.—. 



Darstellende Geometric fiii Baubaudwerker. Zum Gebrauche an Bauge«rerk- 
schulen und Shnlichen te<ihnisohen Lehrnnstalten, sowie zum Selbstunterricht 
f iir Baubaudwerker. Erster Teil: Geometriscbe Konstrnktionen» 
Elemente der Projektiouslehre, Konstruktion der Durchdriugnngen zwiscben 
Ebeneu und Kttrpem, rcchtwiukUge und schiefwiuklige Axonometrie, ein- 
fache Dachausmitteluugen. Mit 258 Figuren. Bearbeitet von J. Vonderlinn. 
Dipl. und 8taatlicli gepriifter Ingenieur. Freis: Mk. 3. — . In Schuleinband 
Mk. 3.30. 

Darstellende Geometric fiir Baubaudwerker. Zum Gebrauebe an Baugewerk- 
schulen und ahnlichen technischen Lehranstalten, sowic zum Selbstunterricht 
fiir Bauhandwerker. Zweiter Teil: Scbattonlebrc, Verteilung des 
lachtes auf dor OberOache elnes KiSrpers, Schif tuug bei Dacbem, Windschiefc 
Ducher, Darstelluug clues Treppenkrttmmlings, Steluschuitty Ceutralperspek- 
tive. A n h a n g : Bildlicbe DarstcUuug der Beleucbtuug auf KOrpcru. Mit 
217 FipruTcn. Bearbeitet von J. Vonderlinn. Dipl. nnd staatlicb gepriifter 
Ingenieur. Freis: Mk. 3. — . In Sebuleinband Mk. 3.30. 
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